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DIFFÉRENTIA4'I0N d'uNE INTÉGRALE DÉFINIE PAR RAFPORT 
A SES LIMITES. 

448. On sait qu'étant donnée une fonction quelconque 
de x^ f(^)> il existe toujours une autre fonction (f{x) 
telle, que l'on ait 

et que l'intégrale générale de/(a:) dx est alprs représen- 
tée par 

• ç(a:)+C, 

C élant une constante arbitraire. 

Désignons par u l'intégrale de f{x) dx^ prise entre 
deux limites a et & ; on aura 

Stcrm. — yin.fW, l 
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H COURS D ANALYSE. 

L'intégrale définie u ne dépend plus dex, mais elle est 
une fonction des limites a et fc, et l'on peut se proposer 
de la différentier par rapport à Tune ou à Tautre de ces 
limites. On y parvient aisément sans effectuer Tintégra- 
tion. En effet, de l'égalité 

on déduit 



5; = -^("^' 
et puisque ç' (x) =y(a;), 
du 



(I) 



da 



= -/(«). 



S = ^'(n 



S=/(^^- 



449. Si a et i^ sont des fonctions d'une certaine va- 
riable f, indépendante de x, en désignant par du la diffé- 
rentielle totale de u considérée comme fonction de la va- 
riable indépendante «, on aura (I, 46) [*] 

du , du ,, 
du =: —- da -h -rrr do . 
da do 

<ît, par conséquent, 

(2) du= — /{a)da-\-/(b)db. 

On obtiendra du en fonction de t en remplaçant dans 
cette formule «, i, da^ db^ par leurs valeur^ en fonction 
de t. 

Interprétation géométrique* 

Soit 

r équation en coordonnées rec- 
tangulaires de la courbe CD' : 
rintégrale définie 



450, 



Fig. io5. 



c eu 



«^jT f{x) 



dx 



[*] (I, 46) indique un renvoi au n® 46 du premier Tolume. Les ren- 
vois au second volume seront simplement indiqués par le numéro du 
paragraphe. 



Digitized by 



Google 



TREMTE-SEPTIÈME LEÇON. 3 

représente Taire ABCD. Donnons aux limites a et b les 
accroissements infiniment petits 

AA' =:da, BW=db: 
on aura 

A'CD'W =zu-\-da 
et 

du = — AA'C'C + BB'D'D. 

Or, on peut remplacer AA'C'C et BB'D'D par les rec- 
tangles ACEA' et BDFB' qui n en diffèrent que de quan- 
tités infiniment petites du second ordre (I^ 17); on aura 

donc 

AA'aC=/{a)da, BB'D'D =/(b) db, 

et, par suite, 

du = —f [a)da -Jr f {b)db. 

DIFFÉBENTIATION d'uWE INTÉGRALE DÉFINIE PAR. RAPPORT 
A UN PARAMETRE QUELCONQUE. 

4SI. Supposons que la fonction placée sous le signe / 
dépende d'une variable f, autre que ar, et soit 

«= / f{xy t)dx. 

J a 

Si les limites a et i sont indépendantes de f, on aura, 
pour Taccroissement A£ donné à f, 



d'où 



Au=z I /[jp, t'hM)dX'- I /{x,t)da: 



par suite, 









I 
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4 COURS d'analyse. 

et, si Ton fait décroître indéfiniment A/, on aura, à la li- 
mite. 



(3) 



du 
dt 



=x 



dfiœ, t) 



dt 



dx» 



452. Quand a et b dépendent de t, du désignant la diffé- 
rentielle totale de m, et —, —, -^ les dérivées partielles 



de cette fonction, on a 

du du „ du . 

du =1 -- da -j- -—- db -i r//, 

aa do at 

Mais (448, 451 ) 

donc 

(4) du = -^f{a,t)da-^f{b,t)db + dt C^ilS^dx. 

Ja ^^ 

Interprétation géométrique. 

4S3. Soit CD la courbe dont l'équation est, en coor- 
^'S- '°^* ^ / données rectangulaires, 

V jr=f{:c,t). 

- K Si OA = a, OB = i, on aura 




« = / /(a:, /) r7^ r= aire ACDC. 



^ ^' ^ Donnons à f raccroissement in- 
finiment petit dt \ a et b qui sont des fonctions de t re- 
çoivent des accroissements AA'= rfû, BW=db, En 
même temps la courbe CD se change en une autre courbe 
EH infiniment voisine, et l'on a 



Mais 



f[xyt-^ dt)dx-=z aire A.' GQB'. 

-^da 

aire A'GHB' = AEFB — AEGA' -h BFQB' ; 
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TTIENTE-SEPTIEME LEÇON. 5 

donc 

du = A'GHB'— ACDB =z (AKFB — ACDB) — AEG A'H- BFHB', 

ou, en négligeant des infiniment petits du second ordre, 

Xb pb 

/(x, t-h dt) dx— i f [xy t) dx 
Ja 

— f[a,t)da-^/[b, t)dbi 

et enfin 

du = dt C ^I^2Adx--f[a,t)da^f[byt)db. 

DIFFÉRER TIATION d'uNE INTÉGRALE INDÉFINIE, PAR RAPPORT 
A UN PARAMÈTRE VARIABLE. 

454. Soit u rintégrale indéfinie de f[x^ t) dx^ dans 
laquelle / désigne un paramètre variable qui ne dépend 
pas de a: 5 on peut, sans rien ôter à la généralité de cette 
intégrale, l'écrire sousk forme 



u= i f[x, t)dx + -^{t), 

Ja 



^ [t) étant une fonction arbitraire de t. Différentions 
mainlenant par rapport à t, en supposant que t ne dé- 
pende pas de a : nous aurons (451 ) 






î^^-.f(0; 



mais comme ^p' (t) est une constante par rapport à x^ le 
second membre i 
Ton peut écrire 



7/* 

second membre revient à l'intégrale indéfinie de — - Jx, et 



'') 1=/ 



de 



Ainsi, pour différentier une intégrale indéfinie ^ par 
rappo/t à un paramètre ^variable, il sujffit de différent 
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6 GOUAS d'analyse. 

tierj par rapport à ce paramètre j la fonction placée sous 

le signe j • 

INTÉGRATION SOUS LE SIGNE. 

455. Si l'on multiplie par dy l'intégrale définie 

et qu'on intègre ensuite par rapport hj^ on aura 

Or, je dis que l'on peut intervertir l'ordre des intégra- 
tion3, et écrire la formule 

I^X j f[^yy)dx= i dx j f[x, x)df. 

En effet, on a (451) 



= / f[^> y)dx\ 

Ja 



donc, en intégrant les deux membres de cette équation 
par rapport à j^, il en résultera 



.& /» /» /.& 



J dx Jf{œ,y)dx=: Jdy J f{x,y)d.r. 
En prenant pour limites dej^ les constantes c et d^ on 



aura 



(6) ^ àx Ç f[x,y)dy= f dy f f{x,y)dx. 
Ja Je Je Ja 

456. L'interprétation géométrique de cette formule est 
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TRENTE- SEPTIÈME LEÇON. 7 

facile; car ses deux membres représentent également le 



Fig. 107. 



B' 


A 

/ 


— 


z 


y 




A 






X 




/ 




/ 


D 


B 






c 



volume ABCDA'B'C'D' com- 
pris entre la surface qui a pour 
équation z =f[Xj j)^ le plan 
des xy et les quatre plans qui ont 
pour équations 



DÉTERMINATION DE l' INTÉGRALE 



X 



sin"a:flKr. 



457. On peut déterminer une intégrale définie quand 
on connaît l'inlégrale indéfinie; mais il y a souvent des 
simplifications. Ainsi, quand on a 

(f[x) dx = ^(x) + U {x)clx, 



il en résulte 



Jr*b /*b 

/{x)dx = ^{b)--^(a)-+- ^(x)dx, 
a Ja 

et si "i/^x) est une fonction plus simple que f{x)^ l'in- 
tégrale cherchée sera ramenée par cette formule à une 
intégrale plus simple. 

Soit, par exemple, Finlégrale 



ûn^xdx^ 



En intégrant par parties, on a 
/ sm^xdx z= I s\ï^''^Jcd{—'COsx) 

j= — sin""' X cosar H- (/i — i) / sin"~*^ cos^xdx; 
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Qu bien, en remplaçant cos*x par i — sin'or, 

/ sin'*xdx = — sin"~» x cosx -+-(/! — i) / sin'*~^Tdx 

— (n — i) 1 sm"xdx. 
De là on tire 

/sin'*xtix =2 sin"~' x cosa: h 1 sin*~' xeix, 
n n J 

Intégrons maintenant entre les limites o et -? et obser- 
vons que le premier terme du second membre s'annule 
à ces deux limites, n étant plus grand que i : il viendra 

(l) Un= «n-î. 

Soit n un nombre pair : nous aurons successivement 
/i — 3 



«/.-2 = 



» — 5 



I 



U^ z=z \ dx =z — 



Si l'on multiplie toutes ces équations membre à mem- 
bre, il vient 

TT î 3 5 n — I 

En changeant /i en n H- i dans la formule (i), on aura 
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et cnsuMe 



n — 2 
-««-8, 



«-4 



W„_S = ;7 «B. 



«S = ô «1 > 



3 






sin^dlr = i. 



En multipliant toutes ces équations membre à membre, 
on aura 

^ 357/1 + 1 

4S8, La formule (i) ne peut plus servir à la détermi- 
nalion de u„ quand n n^est pas un nombre entier; mais 
on peut l'employer, dans ce cas, à réduire Tindice au- 
dessous de r uni lé. 

Dans tous les cas, en faisant j^ = sinor, l'intégrale 



L 



a 

sin^xr/jc 
o 



se ramène à la suivante 



X' 



qui est algébrique. 



FORMULE DE WALLIS, 

<459* Les formules (2) et (3) conduisent à la valeur 
de - exprimée par un produit d'une infinité de facteurs. 
En effet, puisque sinx est moindre que l'unité, on a 

sin^x^ sin'^'j? 
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^our toutes les valeurs de x comprises entre o et -? 

donc on a 

- 1 

Jûxi!'xdx^ I sin«+'x^ar, 
o Jo 

c'est-à-dîre 

De là, et des formules (2) et (3) trouvées plus haut (4S7) , 
on tîre 

7r2244 ^ ^ 



2 i335 n — 172-1-1 
On aura de même 

Wn+2 <C «n+i 9 

OU bien 

7r2244 ^ '* «4-2 

— <C^ ""* IÇ 'iç * "p * * • — — — • — — — — • • 

2 i335 /i — 1/24-1/24-1 
Donc, sî l'on pose 

2244 ^ ^ 

i335 n — 1/24-1 
on aura 

->A et -<A =A(i4 )• 

2 2 /24=-i \ n-^-ij 

Il en résulte que 

- =: A(l 4- a), 
2 

a étant une quantité plus petite que • » et comme 

ceci est vrai, quelque grand que soit n, on aura, en sup- 
posant n = ao , 

7t 2244^ 

2 I 3 3 5 5 

Cette formule remarquable a été découverte par Wallîs. 
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EXERCICES. 



i . Démontrer que 

'*''^ sinmx 



£ 



dx = 'Ki 



m étant un nombre entier positif et impair, 

/*' 1 — a? , TT 3 , 
Jo «~^ Ô 4 

3. Étant donnée V intégrale 

a changer en une autre qui ait pour limites deux nombres donnés ^ 
à l'aide de la substitution x = my-\-n^ m et n étant deux nombres 
inconnus. 
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TRENTE-HUITIÈME LEÇON. 

SUITE DE LA DÉTERMINATION DES INTÉGRALES DÉIWIES. 

Intégrales eulériennes de seconde espèce. — Intégrales obtenues parla 
diflerentiation ou l'intégration sous le signe, — par des considérations 
géométriques, — par la séparation des quantités réelles et des imagi- 
naires, — par une équation différentielle. 



INTÉGRALES EULÉRIENNES DE SECONDE ESPÈCE. 

460, On donne le nom âHintégrale eulérienne de 5e- 
conde espèce à Tintégrale définie 



(I) T(n)=r 

»/o 



On doit supposer n positif; car sî n était égal au 
nombre négatif — p^ l'intégrale considérée aurait une 
valeur infinie. En effet, on a, a étant compris entre 
G et i> 

or, pour a = o, - 1 - est infini : l'intégrale / x~^~^e^'dx 
"^ e a J^ 

est donc infinie, et il en est de même, à fortiori^ de l'in- 
1 x^f'^e'^dx. 



461. L'intégrale F (n 4- i) peut se ramener à F [n). 
En intégrant par parties, on a 

Or, x"e~' s'annule pour a: = o, et aussi pour a; == co . 
En effet, puisque 



.T X* 

t* — \A 1 h ... H r, . ^- . 

l 1.2 " ' 



1.2.3.../ 



Digitized by 



Google 



TUEIîTE-HUITIÈME LEÇON. l3 

on a, quel que soit i, 
par conséquent 



I .2. . . I 

Or, quand on prend i>«. ce qui est évidemment per- 
mis, le second membre devient infini pour a: = oo . Donc 
le produit x"""e* devient aussi infini, et par conséquent 
son inverse x"e~' devient nul pour a: = oo . 

D'après cela, si l'on intègre entre les limites o et oo , 
on aura 

o «^o 

ou 

(2) T{n-^-\)=:nT[n). 

462. On aura de même 

r(/i) = (,i-i)r(/i~i), r{«-i)z=:(/ï~2)r(/i-2), 
et si n est entier, on arrivera à 

r(2) = ir(i), 

e-'dx = l, 

o 

Par conséquent, on aura pour n entier et positif 

(3) r(/i) = i.2.3...(« — i). 

Si n, sans être entier, est plus grand que i, la formule 

T[n)=z[n-i)T{n^i) 

permettra de réduire l'intégrale F («) à l'intégrale F (v), 
dans laquelle v désigne un nombre positif moindre que i; 
de sorte que, pour calculer F (tz), il sufflt d'avoir les va- 
leurs de cette fonction pour les valeurs de l'indice n com- 
prises entre o et i . 

463, L'intégrale F (n) peut prendre une autre forme 5 
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en posant e~* = j, on a 



donc 






INTÉGRALES QUI SE DÉDUISENT d'uJNE INTÉGRALE CONNUE, 
PAR LA DIFFÉRENTIATION SOUS LE SIGNE. 

464. La différentiatîon sous le signe permet de déduire 
d'une intégrale définie connue de nouvelles intégrales. 
En voici quelques exemples : 

1° I =- a ^ 



/■ 



Différentions n fois par rapport à a : il en résulte 

K451) 






3 5 2/7 I I Tf 



2 2 2 2 n^-^ 1 

a 



et, par suite, 

r"* ^-^ __ 1-3.5... (2ff— !) TT 

r 



2r/ 



dx-=. —• 



/o « 



Si Ton dîfférentie les deux membres de cette égalité n — i 
fois de suite par rapport à a, on aura 

1 c~~"'ar^~*cte = l.2.3. . .(« — i)fl-\ 
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oa bien 

(2) f e-^a^-^da:=z^^. 

465. Ce dernier résultat subsiste quand on remplace la 
quantité réelle a par l'expression imaginaire ûf-f- A ^ — i , 
dans laquelle la partie réelle a est positive. 

En effet, on a 

«/ a -{- b \/— I 

— ^-^' (cos bx — ^ — I sin bx) 

— -r-f—^ 1- C, 

a-{- b \J— I 

cf 5 par conséquent, 



X* 



g^(a+6vPT)*^j, -_ 



a-^b sj— I 

Si maintenant on différentîe cette égalité n — i fois par 
rapport à a, on aura 

(3) r.-(-W-)'.:-«rfa:=: Is^^^A^^ '), 

^ ^ Jo [a-^b^-if 

ce qui est la dernière formule du n^ 464 étendue au cas 
plus général où a représente une expression imaginaire 
a-f- b sj — !• 

466. Cette formule fournira d'autres intégrales, au 
moyen de la séparation des quantités réelles et des ima- 
ginaires. Posons 

a-^b sJ— I = p {ces + y^— i sîn 0), 
c'est-à-dire 

/ y ^ ^ • ^ ^ 

pz=z^a^-h b^, COS0 = --==> sm0 = 



)/a^ 4- b'' \la^ -+- 6> 

l'équation (3) devient 

I e-^* 'ces bx — ^ — I sin bx) a^" ' da: 

t/o 

rf/î) / ^ / — . ^x 

= — -^ (^co$/i9 — Y — isin/ïOj, 
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équation qui se partage en deux autres : 



£ 
£ 



^-ax^n— 1 gjn Ifj, dj. -_ — : — .' sin /i 0, 

(4) 

°° . , r(/i) 



Notre démonstration suppose que n est un nombre en- 
tier 5 mais ces formules subsistent quel que soit n, 

IKTÉGUALES DÉDUITES d'àUTRES INIÉGRALES, AU MOYEN DE 

l'intégration sous ie signe. 

467. L'inlëgralion des intégrales définies, par rapport 
aux constantes qu'elles renferment, fournit encore de 
nouvelles intégrales. Soit, par exemple, Tintégrale 



i/o 



f , ^ 
e-"' cos oxdjc z= 



qui se déduit de la dernière formule (466) en faisant 
72 = i . Il en résulte, c étant une constante moindre que a, 



r^, f^ , , f^ aeia 
I da I e—°*cosbjcdxz=: 1 r-. 

Je Jo Je «'+^' 

Mais (455), 

' da I 6'-°' cosbxda: = j dx j e"^' ces bxda 
c V o *^o «^c 



=£ 



» ^-cx 



<?-"— e- 



cosbxdxy 



d'un autre côté, 



X 

Donc 

— 



ada i a^ 



a'-hb^ 2 c'-hb^ 



?-« , , 1 ,a^-h b^ 
cosbxdx = - \ r-« 

2 c' -h è-* 
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468. Sî Ton fait A = o, on a 



(2) f 

t/o 



00 ^_fr — ^-ax 



dx = \ 



o -^ ^ 



On obtiendrait encore ce résultat en intégrant relative- 
ment à a, entre les limites c et a, les deux membres de la 
formule 



I 

e-^*da:z=z -. 



/■ 

«/o 
469. Par le même procédé, de la formule 

Jr*** b 
e—^' sin bxelx = — ^ 



on déduira 



I ^<2 I <?~"sin6j:aj; z= I - 

Je Jo Je «^-i-^' 



a c b{a — c) 
z=z arc tan": y — arc tang - = arc tanc -r^ • 



Mais 



1 da \ e-^s\nbxdxz=z j dx 1 e-^* sin bxda 

Je vO t/o t/c 



donc 

(3) 1 sin &j7rrx = arc tanc —ï^- -• 

Jo -^ ^ ^^4-ûc 

470. Si l'on fait a = oo , c = o, on a 



'« £ 



sin b.r TT 
dx -=. --^ 

X 2 



pourvu que A soit >o. Si Ton avaitè<^o, le second mem- 
bre serait • Cette intégrale présente donc une disconti- 
nuité remarquable : constante lorsque b varie en conser- 
Stcrh. — An.^ II. 2 
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vant le même signe, elle passe brusquement de — à - 



1 2 



lorsque b^ en sMvanouissant, passe du négatif au positif. 

EMPLOI DE CONSIDÉRATIONS GÉOMÉTRIQUES POUR LA 
DÉTERMINATION DE CERTAINES INTÉGRALES DÉFINIES. 



471. L'intégrale 



H' 



€?-*Vj? 



a été déterminée par M. Poisson à l'aide d'un procédé 
très-remarquable. Si Ton change x en j^, on aura encore 

et, par suite, 

Soient maintenant trois axes rectangulaires Ox, Oy. 

Oz\ et 

j = o, z = e-'\ 

les équations d'une courbe 
située dans le plan zOx. 
Si celte courbe tourne au- 
tour de Taxe O^:, elle en- 
gendrera une surface ayant 
pour équation 



Fiç. io8. 




et l'intégrale double 



/ e-'^-r'dxdf 



représentera le quart du volume compris entre la surface 
et le plan xOy. On peut évaluer ce volume en le parta- 
geant en une infinité de tranches cylindriques dont Oz 
soit Taxe commun. Lcbtranche terminée aux surfaces qui 
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ont pour rayons r et r-hdr est égale à sa base ^nrdr 
multipliée par sa hauteur z ou e"**^ : on a donc 



'~4Jo 



'0 4 

d'où 

(I) A='-sfZ. 

472. Un procédé analogue peut être employé pour la 
détermination d'autres intégrales. Supposons que Ton ait 
à évaluer 



o «/o 



jsr 



Cette intégrale représente la portion située dans Tangle 
des coordonnées positives du volume compris entre la 
surface qui a pour équation 

et le plan xOj. Décomposons ce volume en éléments 
Pis- >09» infiniment petits au moyen 

des plans ^OS, zOK menés 
par Taxe des z, ei des cylindres 
PQ, RS ayant Oz pour axe 
^^TnTpTT — s commun. Si l'on pose OP==r, 

^^.^<^ ^l^^^s POx=65 le prisme infiniment 

* * petit MPQRS ayant pour base 

le rectangle PQRS = rdOdr^ et pour hauteur 

z=^f[x^jr) =:/(rcosô, rsine), 
aura pour volume 

rdBdrf(rcosBy rsinO). 

L'intégrale proposée pourra donc être remplacée par la 
suivante . 

/ / /(rcosBy rs\n 9) rdBcir^ 
Jo Jo 

dont la valeur sera quelquefois plus facile à trouver 

a. 
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473. L'intégrale 



'0 
conduit à la suivante 



(2) 

En effet, 



ite 

-00 



/»ao /»0 /»co 

/ e-'^dx^zï e-'^dx-h er'^dx. 

»/ — 00 »/ — 00 t/O 

Si l'on change x en — a:, on a 

e-"*dx = 1 e-'^dx = - v^; 



donc 



•»QO 

I e"^dx=\fi, 

J 30 



474. Plus généralement, si /'(.r) est une fonction paire 
de .r, c'est-à-dire une fonction telle, que Ton ail idenlî*- 
quement/(a:) =/{ — ^), on aura 

Xoo /»ao 

f[x) dx:=i j f[x) dx. 
-00 Jo 

En effet, 

XOO /»0 /" 00 

- 00 t/ — 00 Jo 

r /[x)dx= f f[-x)dx= f J{x)dx; 

J — 00 Jo Jo 

/OO /»00 

/{x)dx = -if f[x)dx. 
-00 t/O 

On prouverait de la même manière que siy(x) est 
une fonction impaire, c'est-à-dire siy( — x) = — / (^)> 
on aura 

/OO 
f{x) dx = o. 
-00 



Mais 



donc 
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475. Sî, dans Tîntégrale (2), on remplace x par x \[â^ 



on aura 

(3) p^-.x.^^^vg 



En différentiant cette dernière équation n fois de suite 
par rapport à a, on aura 

(4) r.-.»rf.=v/;^i^M.4i^zii)r(""y. 

et, si Ton fait a = 1, 

(5) re-'x»^ = v^iiMiii(i^Ilil. 

•/— 00 ^'* 

EMPLOI DES IMAGINAIRES. 

476. En changeant x en x-ha dans Téquation (a), 
elle devient 



(6) 



OU 



/ — 00 

Mais on a 



-00 

«/^oo 



t,' — 00 



/»00 /loO 

/ — 00 J — 00 

o * 



donc 



J/^00 


Les deux membres de cette équation peuvent être dé- 
veloppés en séries convergentes, suivant les puissances 
entières et ascendantes de a, et comme Téquation a lieu 
pour toutes les valeurs réelles de a, les coefficients des 
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mêmes puissances de a doivent être égaux dans les deux 
membres-, d^où il suit que Téquation subsistera si Ton y 
remplace a par une expression imaginaire. En posant 
a^=^a, \j — I, d'où e'*"-f- e"^"' = 2 cos 2ax^ elle devient 

I e~** ces 2 a X r/.r = - e"~ *** y^Tr. 
o ^ 

Ainsi, le passage des quantités réelles aux imaginaires 
peut faire découvrir de nouvelles intégrales, comme on 
Ta déjà fait remarquer au n° 466. 

INTÉGRALE OBTENUE A l'AIDE d'uNE ÉQUATION 
DIFFÉRENTIELLE. 

477. Un autre procédé consiste à former, entre l'inté- 
grale proposée et l'une des indéterminées qu'elle ren- 
ferme, une équation di fièrent! elle. qu'on puisse intégrer. 
Soit, par exemple, 



£00 
- ^ 



'cos2aarrfjr. 
Jo 
On a 



du /•* . /•* . 

-7- = — / ûnictx.er'^^xdx =. \ sin2aar.rfc"-'\ 

"^^ Jo Jo 

En intégrant par parties et en observant que sin2a.re"'-'' 
est nulle aux deux limites, on aura 



c'est-à-dire 



du C^ . 

-7- = — / ^r-''cos2aa:.2aé/j:, 

^« Jo 



du du 

-— = — 2aa, ou — = — lado^i 

da u 

d'où 

Pour déterminer C, on fait a = o : alors (471) 
^ 
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e"* ces 2 axdx = - tf-~ *' i/Ç. 



EXERCICES. 

1 . Démontrer la formule 

^/ ^/2 déduire la première de ces intégrales quand m est un nombre 
entier, 

2. Démontrer la formule 






«7^ particulier de n=: 2, 
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TRENTE-NEUVIÈME LEÇON. 

SUITE DES INTÉGRALES DÉFINIES. - INTÉGRALES 
EULÉRIENNES. 

rmule fondamentale; applications. — Développements en séries. — 
)es intégrales eulérîennes. — Définition. — Propriété des intégrales 
le première espèce. — Relations entre les intégrales eulériennes. — 
ntégrales multiples qui s'expriment à Taide des fonctions r. — Appli- 
cations aux volumes et aux centres de gravité. 



lÉTHODE DE M. CAUCHY. FORMULE FONDAMENTALE. 

478. Soient z une variable imaginaire, r son module 
p son argument, en sorte qu'on ait 

z r= /-(cosy? -f v/ — I sin/?) = re?'f-\ 

\\.f[z) une fonction de z qui reste finie et continue, 
Qsi que sa dérivée, pour toute valeur de z dont le mo- 
lle r est inférieur à une certaine limite R. Supposons, 
outre, qu'en laissant le module constant et en faisant 
oître l'angle p d'une manière continue depuis une 
leur quelconque a jusqu'à la valeur a -h 277, la fonc- 
)n reprenne, pour p = a -H stt, la valeur qu'elle avait 
ur p = a. Cette condition, que M. Cauchy omet dans 
5 énoncés, mais qu'il suppose dans ses démonstrations, 
est pas toujours remplie quand la fonction y* (z) a 
usieurs valeurs différentes pour une même valeur de z, 
1 ne considère ici qu'une des valeurs de y* (-s) et la va- 
iir correspondante de sa dérivée. 
Cela posé, je dis qu'o/i a la formule 



f[o) = — / f[z)dp 



Digitized by 



Google 



TREJNTE*3rEUTI£ME LEÇON. ^5 

OU 

pour tout module r moindre que R. 

En effet, z étant une fonction de r et de p, si Ton dif- 
férentiey(-e), lour à lour par rapport à r et à /?, on aura 

et, par conséquent, 

df{z)^ i__df(z)^ 
dr r^— I dp 

Comme, par hypothèse,/' (z) reste finie et continue pour 
toute valeur de z dont le module est moindre que R, la 
même propriété appartient aux deux membres de celte 
dernière équation. En les multipliant par dr.dp^ et les 
intégrant par rapport à r depuis zéro jusqu'à r, et par 
rapport à p depuis a jusqu'à a -H 2 tt, on a 






et puisque 



on a 



Mais le second membre est hul par hypothèse*, par coii- 
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séqucnt 






«■^-'''^/(z) 



/o r^—iJe, ^P 



dp = Q, 



et 



donc 



ou 



[f{z)-f[o)\dp = o; 



dp=:\ f{»)dp, 



, /» «-+-231 

(!) /(«) = ^j^ /(-)''/'» 

ce qu'il fallait démontrer. 

479. S\f[z) ^lf[z) restent finies et continues pour 
toutes les valeurs de z dont le module est compris entre 
r et p^ en appelant ^ la valeur de z qui a p pour module, 
on aura 

f[z)dp=\ /{?)..>: 

« «/a 

' f[^)^P est indépendante du 

« 

module r, ce qu'on vérifie en différentiant cette intégrale 

par rapport à r (451 ). 

480. En faisant a = o dans la formule (I), on aura 
(") /{o) = ^£y{rePyr')dp, 

» 

et si Ton y fait a = — 2Tr et que l'on change p en — p, 
on aura 

481. En remplaçant /(-s) par f{x-h-e) dans la for- 
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mule (I), on en déduit 

(III) f(ar) = — r(^ -4- rcPy/-') dp, 

car on a/(o) = f(j:). Ainsi, une fonction {(x) d'une 
variable x, réelle ou imaginaire, peut être représentée 
par une intégrale définie, pourvu que {{x -H réf^) reste 
finie et continue, ainsi que sa dérivée, pour la valeur 
attribuée à ret pour toute valeur moindre, et que cette 
fonction reprenne la même valeur quand p augmente 
de 27r. 

jipplîcations. 

482. Les formules précédentes donnent les valeurs 
d^une classe nombreuse d'intégrales définies. Prenons 
d'abord 

/(z) = _i-. 

Cette fonction et sa dérivée deviennent infinies pour z = i , 
valeur dont le module est / == 1 5 mais elles sont finies et 
continues pour toute valeur moindre que i attribuée au 
module. On peut donc appliquer la formule (II) qui 
donne, pour r <] i , 

d'où 

27r=/ "^ . , 

Jo I — rcos/? — y— irsiD/> 

J[^^^(i — rcosp -f \/^i rsinp) 
o 



dp; 



I — H rcosp -hr^ 
et, en séparant les parties réelles et les imaginaires, 



(2) 



(i — rcosp) dp 

! z —— 27r^ 
^ I — 2rcQsp + r^ 



i 

Jf*2n 
o ^^ 



sm ptip 

^ o. 



2 rcosp -H r^ 
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Celte dernière formule est d'ailleurs évidente, puisque 
les éléments de l'intégrale qui correspondent à des valeurs 
de p dont la somme est 2Tr sont égaux et de signes con- 
traires. 

483. On trouve directement la formule (») en obser- 
vant que la fonction peut être développée en une 

série convergente quand le module de z est moindre que 
Tunité. En effet, dans ce cas, 



d'où résulte la série convergente 

r^^ dp r^'f r^'^ c^"" , 

Mais on a 

dp z=z 27r, 
o 

et, d'ailleurs, pour tout exposant positif différent de zéro. 



z"dp = r^ j e"P\^dp = o; 

I — - — =2jr. 

Jo '-^ 



donc 



484, Faisons dans la formule (II) f(z) = e^\ Cette 
fonction, ainsi que sa dérivée, est finie et continue pour 
toute valeur de z, et n'a qu'une seule valeur. On a donc, 
quel que soit le module r, 



(3) 






d'où l'on tire, en faisant ar = 6 et en séparant les quan- 
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lîtcs réelles d'avec les imaginaires, 

j ^«="f cos(^sin/?) dp ~ 27r, 

/ c**^o«A'sin (bsinp)dp =z o. 
485. Soît encore 

/{Z)=\(l^z), d'où /'(e)rr. î— . 



La fonction et sa dérivée deviennent infinies pour la 
valeur z = i dont le module est i . Il faut donc, dans la 
formule (II) , supposer r <[ » • D'ailleurs, en faisant croître^ 
d'une manière continue depuis une valeur quelconque a 
jusqu'à la valeur a -h 2Tr, la fonction l(i — z) reprendra 
pour p = a -h 27r la valeur qu'elle avait pour p = a. 

En effet, posons 

1 — z = p(cos0 ■+■ \j — isinO) : 

p et seront déterminés par les équations 

pcos9=i — rcospy psin0 = — rsin/?; 

on en déduit 

I» = -I- v/i — 2rcosp -h r% 

I — rcosp . ^ — rsinp 

rosQ zz: _ -^ ? smô = 



y^i — 2/'cos/? -f- r* y/i — ircosp -\- r^ 

On connaît donc cosÔ et sin0 en fonction de;?. Si l'on 
donne à p une première valeur arbitraire a, on a, par ces 
formules, des valeurs de cosô et de sinô auxquelles corres- 
pondent une infinité de valeurs de l'arc 6. Choisissons à 
volonté une de ces valeurs que nous désignerons par o. 
En faisant croître p d'une manière continue depuis a 
jusqu'à a -I- 2 7r, les valeurs de cos0 et de sinô varieronr 
par degrés insensibles, et reviendront, pour p = a -+- aTt, 
égales à leurs valeurs initiales pour p =: a. Par consé- 
quent, l'arc 9 variera aussi d'une manière continue à 
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partir de sa valeur initiale 6 qui correspond k p = a, et 
quand p atteindra la limite supérieure a-f- 2îr, sera 
revenu à sa valeur initiale ëy ou bien il en différera d*une 
ou de plusieurs circonférences. 

Mais si Ton suppose r <^ i , je dis qu'on aura 0=6 pour 
p = a -f- aîr comme pour p = a 5 car la formule 

I — reosD 

COS0 = 



V^i — arcosy? H- r* 

fait voir que si l'on a r <^i, cos0 reste positif pour toutes 
les valeurs de p. Donc T extrémité mobile de Tare varia- 
ble 6, mesuré à partir d'une origine fixe sur un cercle, se 
trouvera toujours dans le premier ou dans le quatrième 
quart de cercle, et puisque son sinus et son cosinus re- 
prennent pour p = a -f- 27r leurs valeurs pour p = a, 
l'arc d lui-même reprendra pour p = a H- 27t la valeur 6 
qu'on lui avait assignée pour p:=a. 
Ayant posé 

I — z = p(cos0 -h v/— I sinô) z=pe^y^^ 
on a 

l(l — Z)=:\p -f-ôV"*^» 

et la formule (II) nous donne 

(5) o=r''^ip^o^f:rt)dp, 

équation qui revient aux suivantes : 

l / l(v^i — 2 r cosp -{- r^j dp z=:Oy 

" II- 



^^ — rsinp 

arc tans; ^— dp = o. 

" I — rcosp 



DÉVELOPPEMEMT UES FOJSCTIONS. 

486. M. Cauchy a fait servir la formule (I) au déve- 
loppement des fonctions en séries, et il en a déduit les con- 
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ditioiis SOUS lesquelles ces développements sont conver- 
gents. Il est arrivé ainsi à ce théorème remarquable : 

Une fonction ¥{x) d'une variable x^ réelle ou ima- 
ginaire ^ peut être dév^eloppée en série convergente sui- 
vant les puissances entières et positives de a:, tant que le 
module de x est moindre que celui pour lequel la fonction 
ou sa dérivée première devient infinie ou discontinue. 

D'après ce théorème, pour la démonstration duquel 

nous renverrons aux ouvrages mêmes de M. Cauchy, les 

fonctions 

e*y sinjT, e**, cos(i — a?'), 

et leurs dérivées premières, ne cessant jamais d'être 
finies et continues, seront toujours développables suivant 
les puissances ascendantes de x. Mais les fonctions 

l(i — x), arc tangx, 



I X 



; + V^i — . 



et leurs dérivées, cessant d'être continues quand le module 
de X devient égal à Tunité, ne seront développables que 
si ce module est moindre que l'unité. Les séries obtenues 
pourront devenir et deviendront en effet divergentes si le 
module de x surpasse Tunité. 

I 
Enfin les fonctions 1 jc, e*, cos - devenant discontinues 

X 

avec leurs dérivées pour x = o, et par conséquent lorsque 
le module de x est le plus petit possible, elles ne seront 
jamais développables en séries convergentes ordonnées 
suivant les puissances ascendantes de x. 

487. Les dérivées des fonctions que nous venons de 
nommer deviennent infinies et discontinues en même 
temps que ces fonctions. S'il en était toujours ainsi, on 
pourrait, dans l'énoncé du théorème général, omettre la 
condition relative à la dérivée première*, mais on n'a pa/B, 
à cet égard, une certitude suffisante. 



Digitized by 



Google 



"^W^ 



3a 



COURS D AlfÀLYSE. 



DES INTÉGRALES EULÉRIENIfES. DÉFINITION. — PROPRIÉTÉS 

DE l'intégrale de PREMIERE ESPÈCE. 

488. On nomme intégrale eulérienne de première es- 
pèce et l'on représente par B [p^ q) l'intégrale 



(0 



/ xP-'[i^xy-'dx^ 



dans laquelle p et q désignent des nombres positifs. On 
verra, comme précédemment (460), que l'intégrale (i) 
aurait une valeur infinie si ;? ou ^ était négatif. 

Uintégrale eulérienne de seconde espèce est l'expres- 
sion déjà considérée (480, 463) 

r(n)= I e-^x^-'dx =z j N I j dz. 

489. L'intégrale de première espèce peut se mettre 
sous l'une des deux formes 






en posant x = dans le premier cas, x = sin* 9 dans 

le second. 

490. L'intégrale de première espèce est une fonction 
symétrique dep eldeq-^ car si l'on pose x = i — jr^ on a 

B{p,q)=f (i-r)/'-^^-'4r=B(7,y.). 
On a donc 

(2) Bipyq)=B(q,p). 

491. On peut diminuer d'une unité chacun des expo- 



^ 
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sants p et q. Car, en intégrant par parties, on a 

^_ XP(1-^X)^ ^p r ^_,(,_^),-,^^__^ CxPil--x)9'-^dXi 

donc, en prenant pour limites o et i, 

(3) B(/.H-i,7) = ^B(y,, ^)-|b(>. + i,^), 
d'où 

(4) Bip-^l,q) = y^B{p,q);, 

on aura de même 

(5) B(/7,y + i) = ^^B(/.,y). 

RELATIONS ENTRE LES INTÉGRALES DE PREMlîiRE 
ET DE SECONDE ESPECE. 

492, Toute intégrale de première espèce peut s'expri- 
mer au moyen de deux intégrales de seconde espèce. 

En effet, si dans Tintégrale T (^) on change x en j *, 
on aura 

Ou aura aussi 

e-'*x^i-*dx; 

donc 

J/»oo /»00 
' / er-''-^'x^^-'j'P-'(ixdf, 
o Jo 

Le second membre représente le volume compris entre 
la surface qui a pour équation 

et les plans coordonnés-, en prenant des coordonnées 

Stuum. — jdn,,ll, 3 



Digitized by 



Google 



34 COURS D^ÀNALYSE. 

polaires r et 6^ ce volume sera encore représenté par 

IL 

(sin G)V-^ (cose)2î-> ^0 X 2 1 e-'* r^P-^^^-^ dr. 
o Jo 

Or, le premier facteur est égal à B (/>, q) (489), et le 
second à F (p -f- 9) 5 on a donc 

r(/^)r(^) = B(/>, ^)r(/?^-7), 
d'où 

(1) B(/^>^)=r(^ + ^)- 

493. Si dans le premier membre de l'équation précé- 
dente on pose X = -> on aura 



i: 



d'où 



(i) f uP-'{a — u)9-'duz=aP^-' 



, T(p)T(g) 



INTÉGRALES MULTIPLES QUI S EXPRIMENT A l'AIDE 
DES FONCTIONS F. 

494. La formule (2) est un cas particulier d'une for- 
mule plus générale au moyen de laquelle on exprime par 
des fonctions F l'intégrale multiple 



///■ 



.a;A'->/î->z'^* ... (a — a: —jr — «• • ^Y'^dxdydz,, . , 



étendue à toutes les valeurs positives de x, j, ir, . , . , qui 
satisfont à l'inégalité 

En effet, soit, pour fixer les. idées, l'intégrale triple 

Jo Jo 
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J^intègre d'abord par rapport h z, et j'ai pour résultat 

Multiplions par j^~*%- et intégrons par rapport à j 
depuis j^ = o jusqu'à y = a — x, nous aurons 

, _ .,^r.s^^ r(y)r(r + .) r(r)r(.) 
ou 

Enfin, multiplions par x^'^dx et intégrons de a: = o 

h X = a^ il vient 

r(p)r{q)T{r)r(s) 

Si dans celte formule on fait 5 =i, a= i, on aura 
JJJ ^ ^ T(p-^g^r^i) 

Tintégrale étant prise pour toutes les valeurs positives 
de x^Xy z qui satisfont à Tinégalité 

a: -f. r -f- 2 <^ I . 
495. De là on déduit la valeur de l'intégrale 

B=: / / \xP"fi-'z'-'dxdydz, 

c tendue à toutes les valeurs positives de x^y^ z pour les- 
quelles la somme f ^ j-j- /^ j +ffVest inférieure, 
ou au plus égale à i . Car en posant 

©--• œ'=- G)'-- 

Tintégrale cherchée devient 

V H T 



«P7 



IIF "^ ^' ^^''''^^' 
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avec la condition Ç -H yj -h ^ <[ i- Donc 



(2) B = , 






APPLICATIONS A LA KEGHEUCHE DES VOLUMES 
ET DES CENTRES DE GRAVITÉ. 

496. La formule (2) permet d'obtenir le volume compris 
entre les plans coordonnés et la surface dont Téquation est 



&<i)H^'- 



Par exemple, en faisant a = j3 = y=2,p = <7 = r=i, 
l'intégrale désignée par B (495) représentera le volume V 
du 8® de Tellipsoïde dont les axes sont qo, ai, 2c. On 
aura donc 



V=: 



».. ï^m 



"n 



mais (461) 

Ki-)=Mi)=^a)' 

d'ailleurs (492, 471) 
donc 



V: 



497. Si l'on demande les coordonnées ^i,jKi» ^i ^^ 
centre de gravi lé de ce volume, il faudra prendre la formule 



'=///- 



Vx, = I I \ xdxdj dzy 
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et Ton aura, en faisant a = /3=y=2, p = 2,^ = r = i, 

*'-~8 rl3j 16 ' 

d'où 

3 

3 3 

On trouverait de la même manière j^i = ^ è , Zi = -^c. 



EXERCICES. 

i . Démontrer la relation 

n désignant un nombre entier et positif, 

/•' x"-'(i-x)*-' _ I r(a)r(6) 



4. 



■b) 
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QUARANTIÈME LEÇON. 

INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES TOTALES 
ET DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 

Condition d'intôgrabilité et intégration dans le cas de deux yariablcs. — 
Extension au cas d'un nombre quelconque de variables. — Équations 
diflërentielles. — Définitions. — Équations du premier ordre. — Séfm- 
ration des variables. — "" Équations homogènes. — Équations rendues 
homogènes. 



CONDITION d'iIÏTÉGRABILÎTÉ DES FONCTIONS DE DEUX 
VARIABLES. 

498. Intégrer une expression différentielle de la forme 
Mdx -h Nrf^ -f- Pdz. . . , c'est chercher une fonctioa 
de Xjj-j z. . ., dont celte expression soit la différen- 
tielle totale. 

Une différentielle relative à une seule variable a tou* 
jours une inK'grale (I, 320) 5 il n'en est pas toujours 
ainsi d une fonction différentielle de plusieurs variables^ 
et certaines conditions doivent être remplies pour qu'une 
telle expression soit la différentielle totale d'une fonction* 
En effet, si u=f(x^j)^ on a 







du , du , 






ei 




4 

dx 

dy 


4 
dy . 

lu' 






donc, 


si Mdx 4- 


l^dy représente la difîéreni 


Lielle 


totale 


de la fonction u, 


OD aura 














dy 






et 




dil 


r/N 






(0 




dy~ 


dx^ 
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L'expression Mdx -i-Ndy ne pourra donc être inlégrée 
si cette relation n'a pas lieu. 

499. Si la condition (I) est remplie, M^/r-f-Nr/^ sera 
la différentielle totale d'une fonction m. En d'autres 
termes, il existera une fonction u telle que l'on ait 

du du 

dx dy 

En effets cherchons une fonction u telle que Ton ait 

(i) £/« = M^^-l-Nrfj. 

La fonction cherchée, devant avoir Mrfo: pour différen- 
tielle par rapport à x^ sera égale à l'intégrale de MJ.r 
augmentée d'une quantité 9 (j^) indépendante de a:, mais 
fonction de j; u sera donc de la forme 



■=/■ 



Mrf«-t-(ï)(j^)=p-f-(p(r)> 



en posant ^= JMdx 

Il rest( 
Or, on a 



Il reste à déterminer (f(j) de manière que — =3» 



du dv d(f 

5^ ~ flT/ djr 
d'où 

dy dy 

' là qi 
On aura donc 



On voit par là que N — ^ °® ^^^^ P^® contenir x* 



("-D,. 



d 

dx 



ou 



rfp dv 

d^ _ _^ _ Jd^ dU 

dx dx dy :--= dy 
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On relrouve ainsi la condition 

dx dy 
Si cette condition est remplie, on aura 

et, par suite, 

(2) a = Cudx + r (n - ^^ dy. 

Exemple : 



Oaa : 



du 



iy.T 



</N 



U= \Udx-\-ff(x)=\x-i--^^-^^[yy^ 

J ^'^ — X 

du dv dff 7..r.y — j' dt^ jc* 

df "^ dy dy~ (x-~yY d^ ~ [^ — XY " 

Ty^'-y 9=y-^x + c; 
« = ^^^ + if + c. 



EXTENSION AU CAS DE PLUSIEURS VARIABLES. 

500. Soit 



c'est-à-dire 



^dx -h ^dy H- V!dz =z dUy 



- = M, ^ = N, _ = P; 



on aura 



.^« 



, ««, , û?tt , û?a - rftf , rfa , du 

d-j- d-j- d— d--- d— €/ — 

dx dy dx dz dy dz 

dy dx dz dx dz dy ^ 
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OU bien 

ril^ dM_d^ dU_dP d^_d9 

^ ' dx àx dz dx dz djr 

Telles font les conditions nécessaires pour que la formule 
proposée soit intégrable. 

501. Réciproquement, si ces conditions sont remplies, 
la formule proposée est intégrable. En effet, cherchons 
une fonction u telle que 

(i) du^^dx^l^dy-^-^dz. 

Puisque la différenlielle de «, par rapport à jc, doit être 
Mdx^ on aura 

u= JMdx-^^lx, z) = ç-+-ff(x, s), 

en posant j^= JMdx. 

Maintenant il faudra que l'on ait 



c'est-à-dire 



du ^^ du 



dp do „ du do ^ 
dy dy dz dz 

ou bien 

dy djr dz dz 

Or, -î et -— ne doivent contenir que / et z, par hy- 
pothèse \ donc on aura 



ou 

(2) 



dx dx 



dx dy dv dz 



Digitized by 



Google 




4a COURS D^ANALYSE* 

En outre, la fonclion cf doit satisfaire à la condition 









ail 


ail 










dy _ 


(IZ 










dz 


- ay ' 




on aura 


donc 














d(lS 




A" 


di^\ 
dz) 






dz 


il/ 




ou 






dN 


_ ^p 




(3) 






dz 


~ dy' 





Si les trois conditions (2) et (3,) sont remplies, il exis- 
tera (499) une fonctiom cp de j^ et de z telle, que 

et l'on aura 

a = <» -4- ç. 

502. La méthode précédente s'étend à un nombre quel- 
conque de variables. En général, — ^ est le nombre 

des conditions nécessaires et suffisantes pour Tintégra- 
bililé d'une formule, n étant le nombre des variables. 

ÉQUATlOIfS DIFFÉRENTIELLES. DÉFINITIONS. 

503. On nomme équation diffêrentielte du /»**'"* ordre 
une relation entre une variable, une fonction de cette 
variable, et les dérivées ou différentielles de divers ordres 
de cette fonction jusqu'au /i***"* ordre inclusivement. 

Une équation différentielle du premier ordre à deux 
variables sera donc de la forme 

dy 
En la résolvant par rapport à ^j on aura une ou plu- 
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sieurs équations de la forme 

dy 

~-=r/(jp,/), ou Mflte-f-N<(r = o 

M et N étant des fonctions connues de x et dey. 

INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DU PREMIER ORDRE. 

SÉPARATION DES VARIABLES. 

504. L*intégration s'effectue immédiatementquand les 
variables peuvent être séparées, c'est-à-dire quand il est 
possible de mettre l'équation sous la forme 

on aura 

jff[x)dx=:j'^[x)dx^C. 

C'est ce qui arrive si Téqualion est de la forme 

on sépare les variables en écrivant 

* 

dr 



ff[x)dx'. 



^{r) 



505. Exemples : 
1® af^dx-^ydy^Oj 

\-I- — =0. 

wi 4- 1 «4-1 

cette équation revient à 

dy 

On en déduit 



dx 

! — — • 



i(r + «) = c--, 

X 
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OU 

jr -ha=e ^•. 
d'où 



On en tîre 



''- dy= 

y a — X 

ÉQUATIONS HOMOGÈNES. 

506. On peut encore séparer les variables lorsque 
Téquaiion 

(i) M^-c-f-Ntf/ = o 

est homogène^ c'est-à-dire quand M et N sont des fonc- 
tions homogènes et du même degré des variables x Qij. 
On a, dans ce cas, m étant le degré de rhomogénéilé, 

L'équation différentielle, divisée par x", devient donc 

(.) ,{t^d. + ^{^^djr = o. 

Si l'on pose 

Y 

*^z=z Zy d'où ify = xdz -^ zdx, 

l'équation (îi) deviendra, en divisant par x [cp (z) -h z ^ (r)] : 
d'où 



u+ I -— i-^-^— -— == c. 
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507. Exemples. — i° ^ 

(i) jrdy. — jrdxz= dx ^ x^ 4- J^. 

Celle équation est homogène et du premier degré. En 
appliquant la méthode précédente, on la ramène d'a- 
bord à 

dx dz 



d'où Ton lîre, en intégrant, 

\xz=z\c[z -hv/T" 
ou 



'), 



ce qui donne, en remplaçant z par -> et en faisant dispa- 
raîlre le radical, 

(2) x^zzi^cy -\- c^. 

On parvient à Téquation différentielle (i) quand on ré- 
sout ce problème : Troui^er une 
courbe MNP telle, que le rayon 
vecteur OM soit égal au seg- 
ment OT compris entre V ori- 
gine et le point oit la tangente 
MT rencontre Vaxe desj. D'a- 
près Téquation (2), cette pro- 
priété appartient à toutes les 
paraboles qui ont pour axe la 

droile Oy et pour foyer le point O. 

2® xdx -\-ydx z=^njrdx. 

On trouve 

^^ -*- / r— ; = C> 
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ou 

U 4- - 1 (i -- 2/iz -h z^) -f- I = G. 

2 ^ J ï — 2/l« 4- «^ 

Quand ;/ = i, on arrive à l'équation intégrale 

3- f^''=T 

En différentiant, on a 

^^= :^i -^ 

équation homogène dont l'intégrale est 

On a 

et rintégration peut toujours s'achever. 

ÉQUATIOirS QUE l'on peut rendre HOMOGENES. 

508. On peut quelquefois rendre homogène une équa* 
lion qui ne présente pas ce caractère. C'est ce qui arrive 
pour l'équation 

(i) (a -^ mx -h ny) dx -\- (b -^ px -h qx) ^X = <^' 

En posant 

on a 

(a -f- wa + « 6 -4- mx^-\' «y')dlr'-4- (^ 4-/?a -f- y 6 -f-/>Jî'+ qy*) dy. 

Il suffira, pour rendre cette équation homogène, de 
poser 

a-f-/waH-/ï6=:o, 

^ H- /7a4- 76 = o; 
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d'où l'on lire 

bn — aq ap — bm 

mq — np mq — np 

et il restera Téquation 

(2) {mx* -\- ny*) dx' -^ {px' -h qy') dx'==o. 

509. Celte transformation est impossible si mq-— np=o. 
Dansée cas, on a ^= — , et Téquation (i) devient 

m (a 4- mx -i- nj) dx -h [mb -h [mx -+- ny] p^df z:^ o* 

On pose ^ 

mx -\- nyz= Zy 
d'où 

dz — m dx 
n 
il en résulte 

\ , / f . dz — m dx 

m (a -^ z) dx '\- [bm ~hpz) mo 

et 

l^\ ^^ (bm -+-pz)dz 

(ô) m€tx= 7 -— — — , 

àm — an -^ {p — n) z 

équation où les variables sont séparées. 

Si, en même temps que mg — /i^ = o, on a ^ = o, 
il faut que ra ou p = o, et les variables se séparent immé* 
diatement. 

510. L'équation (i) peut encore s'intégrer en posant 

a 4- mx -\- ny z=z Uj b -\- px -^ qy z=p-y 

l'où 

mdx-^ ndy = du^ p dx -\- q dy z=z dv. 

Les valeurs de Jc,j^, dx^ dy, tirées de ces équations et 
substituées dans la proposée; conduisent à une équation 
homogène en u et ^, 
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EXERCICES. 

1 . Intégrer Péquation différentielle 



(x'+j')rfx + îl^rfr = o. 



Solution : 



2. [Zx^x-^iLa^)dx -\-x^dx=: o. 
Solution ; 

3. x^rdjr — y^^dx = (x-^jrye ^dy. 

Solution : 

X ^ 
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QUARANTE ET UNIÈME LEÇON. 

SUITE DE LINTÉGRATION DES ÉQUATIONS DU PREMIER 
ORDRE. 

équations lÎDéaires. — Équations qui se ramènent aux équations linéaires. 
— Problème de de Beaune. — Problème des trajectoires. — Équations 
du premier ordre et d'un degré quelconque. — Cas où Véquation ne 
renferme pas explicitement les variables, ou l'une des yariables. — Cas 
où Téquation peut être résolue par rapport à l'une des variables 



ÉQUATIONS LINÉAIRES. 

5H. On appelle équation linéaire du premier ordre 
une équation de la forme 

(0 Ê + P^- = Q' 

dans laquelle P et Q désignent des fonctions de x. Pour 
l'intégrer, on pose 

d'où l'on lire 

On peut prendre à volonté un des facteurs de j- : en 
posant 

(3) ^ + P« = o. 

l'équation (2) se réduit à * 

.4) 4 = « 

L'équation (3) donne 

~=^— ^dx, d'où la = — \^dx, ou w — ^-/rc/r^ 
Sturm.— -rf/i., II. / 
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On n'ajoute pas de constante à cette intégrale, parce 
qu'il suffit qu*une valeur particulière de u satisfasse à 
Tëquation (3). 

En remplaçant u par e"/'*''' dans l'équation (4), on 
aura 

^ = Qe/P^ d'où z= CQeS^'^dv^C, 

et, par conséquent, 

512. Exemples. 

dr 

ax 



y = e-Sd'( ix^eS^dx-^C\, 



OU 

y=zCe-*'^aT^— 3ar»-f. 6jr -— 6. 



20 (i_f.^2)^_^^: 



Ici 

— X r r ^dx , / 



donc 



Mais 

adx 






/; 



rM» V^I- 



C; 



donc 

yz=iax -\-Q, \fr^ x^ 

ÉQUATIONS QUI SE RAMENENT AUX ÉQUATIONS LINÉAIRES. 

513. On ramène aux équations linéaires les équations 
de la forme 

g + P^ = Qr, 
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OU 

dy 

yi—n 

En effet, si l'on pose = z, d'où y ~" dj = dzy on 

aura Téquation linéaire 

514. On peut encore opérer directement sur l'équation 
proposée comme on Ta fait au n° 511 . En posant jrz=zuz^ 

on aura 

dz (du ^ \ ^ 

équation qui se partage en deux : 

du ^ dz ^ ^ 

dx ûte 

On en tire 



z 
et enfin 



'-« = (i — /i)/' Ççiei'-^^S^^^'dx 4- c], 

515. On peut obtenir l'intégrale générale de l'équation 

quand on en connaît une intégrale particulière. Soit u 
une fonction qui satisfasse à celte équation sans renfer- 
mer de constante arbitraire. Posons j^=u -h -J, il vient 

du dz 

-T- -i- T- + Pa + Pa = Qa*+2Qwa 4-Q«*-i-R; 

AT dx 
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52 COURS D*ANALYSE. 

mais on a, prr hypothèse, 

du 
ax 

réquation (i) se réduit donc à 

qu'on sait intégrer (513). 
Par exemple, l'équation 

dr 

^ -f- Pr = Qr'-I- I -4- Pj: — Qo:' 

est satisfaite par j^ = a:, et se ramène à l'équation 

-^ 4- (P — 2Qa:)z = Qz'. 

Si réquation renfermait une puissance dej^ supérieure 
à j^*, la même substitution ferait disparaître R, mais elle 
introduirait de nouvelles puissances de z. 



PROBLEME DE DE BEÂUIfE. 

516. Tioui^er une courbe telle y que la sous-tangente 
soit à r ordonnée comme une ligne constante est à la 
différence entre r ordonnée et l'abscisse. 

L'équation différentielle de la courbe est 

dr X — 'V 

dx a 

ou 

dy I I 

dx a a 

équation linéaire et du premier ordre. En appliquant la 
formule du n° 511, on trouve pour intégrale 

(-) 
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Celte équation se simplifie quand on prend pour axe. 
Fîg. III. des x' la droite qui a pour équa- 

3/ 

en conservant le même axedesj^; 
les formules de transformation 
sont dans ce cas 

et Féqualion de la courbe devient 




PROBLEME DES TRAJECTOIRES. 

517. Troui^er une courbe qui coupe sous un angle 
donné toutes les courbes renfermées dans Véquation 

(i) Y[x,yya) = o, 

a étant un paramètre variable. 



Fig. lia. 




font avec l'axe des or; on a 

_ tangT — tangT' 



Soient X eiy les coordonnées 
du point M commun à Tune des 
courbes AB et à la trajectoire 
CD, m la tangente de l'angle 
donné, enfin T' et T les angles 
que les tangentes à la courbe AB 
et à la trajectoire au point [x^j) 



Mais 



I -f- lan^T tangT' 



langT=^» tangT' =• 



(tx ^ 
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54 COURS D'AfTÀLTSE. 

donc 





/ dr dx 


\_dy dx 




\ ^y 


' ¥ 


ou encore 






(2) 


fdY dY dy\ 
\dy dx dx) 


_ rfF </F dy 
dx dy dx 



L'élimination de a entre les équations (i) et (2) donnera 
l'équation différentielle du lieu. 

518. Soit, par exemple, 

y^ z=L axP, 

On aura 

w { rtj-»-' 4- apxP-^ 7/ ) "*" ^/^•^'''"■' — py^"^ — z=o. 

Si Ton élimine a, après avoir multiplié la dernière équa- 
tion parx, on aura, en divisant parj^"~% 



(nx-^pjr^^ 



ou 



m[nx-\-pX — ] -nx^+py = o. 



{mpy ^nx)—-\- mnx +/y^ = o, 

équation homogène que l'on sait intégrer. 

En particulier, si Ton suppose n = p = 1^ c'est-à-dire 
si Ton demande les trajectoires des droites représentées 
par Téquation 

jr=:ax, 

l'équation différentielle sera 

m [xdx -\-jrdj-) -\- ydx — xdy'=i o^ 

divisée par x^-\-y^ et intégrée, elle donne 

-^ r 

wl(a:*-h^2j2__arctang- 4- C, 

X 
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et, en prenant des coordonnées polaires, 

/iilr=0-f-C, ou r = e "* = c<?'". 

Donc les courbes qui coupent sous le même angle toutes 
les droites menées par l'origine sont des spirales logarith- 
miques semblables, ayant cette origine pour point asymp* 
totique. 

519. Le problème des trajectoires se simplifie quand 
Tangle donné est droit. Dans ce cas, les trajectoires sont 
dîtes orthogonales^ et Téquation différentielle résulte de 
l'élimination de a entre les deux équations 

F(^,r,«)=o, —dy^ — d^ = o. 

Ainsi, dans l'exemple du n^ 518, il faut éliminer a 
entre les équations 

ce qui donne Téquation 



"^-^pr^=o. 



rix -i- py 

dont l'intégrale est 

Suivant que n et p seront de même signe ou de signes 
contraires, cette équation représentera une infinité d'el- 
lipses ou d'hyperboles semblables et concentriques. 

Si l'on se proposait de chercher les trajectoires ortho- 
gonales des courbes données par l'équation 

nx^-hpy^ = Cy 

on devrait évidemment retrouver Téquation 

^» = axP 

dans laquelle a est une constante arbitraire. 
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ÉQUATION DU PBEMIER ORDRE ET d'uK DEGRÉ QUELCONQUE. 
— CAS OU l'équation ne CONTIENT PAS EXPLICITEMENT 
X ET J^. 

520. Soit 
ou, en posant ^ = ;?, 



une équation différentielle du premier ordre el d'un degré 

dx 



dy 
quelconque par l'apport à —-• S'il est possible de la ré- 



soudre par rapport à -—-? on aura une ou plusieurs équa- 
tions du premier degré que Ton tâchera d'intégrer. 
521. Si Téquation se réduit à 
Y{p) = o, 

et qu'on puisse la résoudre par rapport à p^ on aura plu- 
sieurs valeurs de /? : 

/' = «> /?=ra', /?=a",...; 

de là les solutions 

^* nr ax -f- C, / = %' x + C, . . . , 

comprises dans l'équation unique 

(^-_aj: — C)(^ — a'a:-C') ( j— a'^^c — C"). . . =o. 

On ne diminue pas la généralité de cette intégrale en 
admettant que la même constante arbitraire C entre dans 
tous les facteurs -, Téquation précédente peut alors s'écrire 



ou bien 

F 



(^"-")(^-')-=°. 
(^>»- 
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QUARANTE ET UNIÈME LEÇON. 5j 

rësullat qu'on obtiendrait encore en éliminant a entre les 
équations 

F(a)=:0, j^ = ax-f-C. 

Exemple. 



on aura 






d'où 

ÉQUATIONS QUI NE RENFERMENT PAS l'uNE DES VARIABLES. 

522. Supposons maintenant que Téquaiion difTéren- 
délie ne renferme pas j^ et qu'elle soit de la forme 



(i")=«- 



Si l'on peut la résoudre par rapport à -^ et en tirer 

on aura y= f /(x) dx, et le problème sera ramené à 
une quadrature. 
Exemples. 

On en tire 

iijr 



i=±^=. 



ou 



^' = ± 1 ^Jaxclx =rzt: - 0? )Jax -i- C, 



9 

dx' ^ ' dx 
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On déduit de cette équation 



dx dy 

d'où les deux solutions 

X = ax-\-C, y= h C. 

523. Si l'équation ne peut pas être résolue par rapport 
à, p mais qu'on la puisse résoudre par rapport à a:, on 
aura 

(0 ^-=f{p). 



d'où 



ou 



dyz=zpdx—p,df{p]y 



(2) y=pf[p)-p{p]dP'^Ci 

on aura l'intégrale en éliminant p entre les équations (i) 

et (2). 

524. Si l'équation différentielle ne contient pas x et 
qu'on puisse la résoudre par rapport à y^ on aura 



f( ^ ^ ^/(a>) rip)dp 



d'où 



f'ip) 



J P 



dp -f C. 



CAS OU l'équation peut être résolue par rapport 
A l'une des variables. 

525. Si l'équation contient x^j et p, et qu'elle puisse 
se résoudre par rapport à l'une des variables, jr par exem- 
ple, en sorte que l'on ait 

yz=zfix,p). 
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on aura 

df df 

dx, ou pdx=z — da:-^ — dp. 

Si ron peut intégrer cette équation, qui est du premier 
ordre et du premier degré, la relation cherchée s'obtien- 
dra en éliminant p entre l'équation intégrale et l'équa- 
tion j=/ (a:, p). 

526. Prenons pour exemple l'équation 

qui ne renferme xeiy qu'au premier degré. On a 

pdx = oi:f[p) dp -}-/(/?) dx 4- ç'(/j) dpy 
OU 

d^ . r(p) ^^ 9'(P) 

dp ' f[p) — p /(p)- p' 

équation qui donne (511 ) 

(»)* = -« JAp)-p\ j !LkLeJAf)-i> dp + cl 

En éliminant p entre les équations (i) et (a), on aura 
l'intégrale demandée. Ordinairement cette élimination 
n'est pas praticable, parce que l'équation (2) contient des 
fonctions transcendantes de p ; mais alors, en donnant à p 
une suite de valeurs arbitraires, les équations (1) et (2) 
détermineront les valeurs correspondantes de x et y. 

527. Quand;/'(/7) =/?, l'équation (2) devient illusoire. 
Mais dans ce cas l'équation (i) se réduit à 

(«) y=p^-^fiph 

et en difTérentiant par rapport i x, on aura 

pdx :=zpdx -f- xdp -f- <}»'(/>) dp^ 

d'où 

dp[x'\-^'[p)'\ = 0. 

Cette équation peut être satisfaite de deux manières : 
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1° en posant 


dp = O, d'où p = C, 


et, par suîte, 




(p) 


r = Cx + f(C); 


a** en posant 




(7) 


' + ?'(/>)=.<>. 



d'où, en éliminant p entre (a) et (y), on aura 

relation qui ne contient aucune constante arbitraire et 
qui ne peut être déduite de l'intégrale générale en don- 
nant à la constante une valeur particulière. 
C'est ce qu'on nomme une solution singulière 

528. Les droites représentées par l'intégrale 

^=Ca: + y(C) 

sont tangentes à la courbe ($). En eiTet, si Ton prend sur 
la courbe un point (x^y) correspondant à une valeur ar- 
bitraire de p, on a 

|=, + t, + ,V)l|=. 

Donc, en donnant à p une valeur quelconque C, on a 

pour ce point de la courbe^ = Cx + 9 (C) et — = €• 

Donc, la tangente en ce point est la droite qui a pour 
équation j = Cx H- 9 (C). 

529. Nous avons dit que la seconde solution ne pou- 
vait être déduite de Fintégrale générale en donnant à 
la constante une valeur particulière. Cela suppose que 
(j)'(p) n'est pas constant. Si 9' (p) était égal à une con- 
stante by on aurait 

a? 4- ^ = o, 

solution comprise dans l'intégrale générale en y faisant 

a>(C) , 
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EXERCICES. 



*• :^r-y^^'' 



Solution : 

;? = C<?' — JT*— 4^'— 3.4.0:'-- 2.3.4X — i.a.3.4. 



2. Trouver les trajectoires orthogonales des cercles inscrits dans 
un angle droit. Trouver Vasymptote sans intégrer. Prouver que les 
trajectoires sont des courbes semblables. 

Solution : Équation qui résulte de Félimination de p entre les 
r=Ji:-h2p'hp^, x= 2;7-i-4log(/î — i)4-C. 
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QUARANTE-DEUXIÈME LEÇON. 

o 

^SUITE DES ÉQUATIONS DU PREMIER ORDRE. 

Jxistence de l'intégrale d'une équation différentielle du premier ordre. — 
Existence d'un facteur propre à rendre intégrable le premier membre 
de l'équation. — Détermination de ce facteur. 




TOUTE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE DU PREMIER ORDRE 
ADMET UNE INTÉGRALE. 

530. Toute équation différentielle du premier ordre 

dy 

~ z=:f[x,y)y ou Mctr 4- N<iy" = o 

admet une intégrale contenant une constante arbitraire, 
c'est-à-dire qu'il existe toujours une équation contenant 
x^y et une constante arbitraire telle, qu'en la difleren- 
tiant et éliminant la constante, on retrouve l'équation 
proposée. 

En effet, l'intégration de l'équation proposée consiste 
à trouver une fonction de x, désignée par j-, telle, que sa 
dérivée soit égale à/* (a:, j), ou, en d'autres termes, telle, 
qu'en donnant à x l'accroissement infiniment petit dx^ 
l'accroissement correspondant dj soit égal kf[x^y) dx. 
Puisque Téqûation différentielle dj=f[x^ y) dx ne 
détermine que l'accroissement de j^, on peut se donner 
arbitrairement la valeur de y pour une valeur particu- 
lière de X. Si l'on prend y'=^b pour x= a^ f{^i ^) k 
sera l'accroissement infiniment petit de^ lorsque x pas- 
sera de la valeur a à une valeur infiniment voisine a -i- A. 
De même, si l'on pose 

a -h h = a''' et b'z= b -^/{a^ b)k, 
f{a\ A') h sera Taccroissement de y lorsque x passera 
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h. En coniinuaut ainsi à faire croître x 
par degrés insensibles jusqu'à une valeur quelconque, 
Téquation différentielle déterminera les accroissements 
successifs de j^, de sorte que la valeur dej^ correspondant 
à chaque valeur de x sera complètement déterminée, ^ar 
conséquent y sera une certaine fonction de x^ et celte 
fonction dépendra nécessairement de la constante arbi- 
traire b j ce qu il fallait démontrer. 

IL EXISTE UN FACTEUR PROPRE A RENDRE DIFFÉRENTIELLE 
EXACTE LE PREMIER MEMBRE d'uNE ÉQUATION DU PREMIER 
ORDRE. 

531. On vient de démontrer que Téquation différen- 
tielle 

(i) M^j:-hN^r = o 

admet toujours une intégrale contenant une constante 
arbitraire C. Cette équation intégrale, résolue par rapport 
à C, prendra la forme 
(2) u = C, 

u étant une fonction de x et j^ qui ne renferme pas C. On 
tire de Téquation ( a ) 

du . du , j, - 

-p- r/x + — - dy = o, d'où 
dx dy 



Or, Féquation (i) donne ~^ = — — • On doit donc avoir 
(3) ^ = 1^. 

^ ^ du l!i 

dy 

Cette équation doit être identique, car sMl en était au- 
trement, elle établirait entre les variables une relation 
en vertu de laquelle/ serait une fonction de x sans con- 





du 


dy _ 
dx~ 


dx 
du 




df 
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stante arbitraire, puisque M^N, —? -- n'en contiennent 

pa8. Or, à cause de Téquation u= C, / doit dépendre de x 
et de la constante C. 

L'équation (3) peut être mise sous la forme 

du du 
dx dy 

¥ = ¥ = ''' 

en désignant par v chacun de ces quotients. On lire de là 

dx-^^""' dy^^ ' 
donc 

rf«=p{M^:r-+-Ne//). 

Ainsi, il existe toujours un facteur t^, fonction de x 
et de y^ propre à rendre le premier membre de V équa- 
tion une différentielle exacte. 

Quand on saura trouver ce facteur et l'intégrale u de 
la différentielle totale i^ [Mdx ■+- NcÇ;^), ii = C sera l'in- 
tégrale de Téquation (i). 

532. // existe une infinité de facteurs propres à rendre 

le premier membre de V équation (i) une différentielle 

exacte. En effet, si nous multiplions les deux membres 

de l'équation 

p{^dx H- ^dy)=zdu 

par une fonction quelconque de m, ç (w), il vient 

v^[u) (M^a:-f NJy) = <f {u) da = df^ (u) du. 

Ainsi, ^^{u) (Mdx^T^dj) est encore une différentielle 
exacte, et le facteur t^y (w) jouit de la même propriété que 
le facteur i^. 

Exemple, xdy — ydx = o. Celte équation donne 

dy dx „ , ^ y ^ 

— = — » d'où y = Cx, ou - = C = K. 

y X '' X 

Le facteur, t^, le plus simple qui rend arc?^ — ydx une dif- 
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férenlieile exacte est donc — • Tout autre facteur, vcp («), 
est de la forme —?(-)• 
Ainsi y (m) = « donne le facteur -^t et l'on a 

xydy — y'^dx i r' 

ffi(/i) = - donne le facteur — et 

' ^ ' « xy 

^IL ^ — _ ,,r. 

y X jî' 

o[u] = ; donne le facteur et 

xdy — ydx y 
;; — = d arc tang - • 

x'-^y' ^x 

533. Réciproquement tout fadeur Y propre à rendre 
Mdx-h'^dy une différentielle exacte est de la forme 
vo[u). En effet, soit 

\[^idx-^^dy) = d\i X 
on a 

p{^ldx +Nc?jr) = ^«; 
donc 

• d'iJ = \du. 

9 

Celte relation entraîne les suivantes : 

rnj_y^ dn _\ du 

d.v ç dx dy p dy 

Soit u=f{x^f). Si l'on tire de cette équation la va- 
leur de j^ en fonction de u et de a:, et qu'on la porte dans 
la valeur de U, on aura 

Stuhm.— ^/ï., II. 5 
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ifféi entiant cette équation, il vient 

dx du d.T dx 
d\] _d^du 
djr du djr 

a ayant égard aux relations (i), ces équalious (IoîjucuI 

d^], _ V d^ _ 
du V dx 

ette dernière relation montre que x n'entre pas expli- 

tement dans la fonction ({;. Donc ^ et par suite -—^ ou 

9 sont des fonctions de u. On a donc 



1 

; qu'il fallait démontrer. 

534. On peut encore établir ce théorème de la manière 
livante : 

Pour que Téqualion différentielle soit satisfaite, il faut 
ae X elj varient de telle sorte, que l'on ait m = C^ on 
ira alors du = o, et par conséqueat dH = o, à cause de 

V 

i relation d\i = - du. Il suit de là que U devra toujours 

)nserver la même valeur tant que u conservera aussi sa 
ileur C, ce qui ne pourrait avoir lieu si la fonction U 
ant mise sous la forme ^{u^ x)j x restait explicitement 
ins cette fonction. 

Le principe sur lequel repose celle seconde démonstra- 
on peut être généralisé : i/, U, </ étant des Jonctions d*un 
ombre quelconque de variables^ si Von a dXi = qdu^ 
n aura U = q (u) \ car en éliminant une de ces variables^ 
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a: par exemple, oq pourrait écrire 1 

J 

Or, pour toutes les valeurs de a:, y, r,... qui conservent | 

à u une valeur constante, on a rfw = o, et par conséquent ^ 

dU= o, ce qui ne pourrait avoir lieu si j^, z,. . . entraient ! 

dans la fonction ({/. ^ 



c^M ^N 



535. 5/ deux facteurs Y et çf rendent différentielle 1 

exacte V expression ^Idx + N^, Vewr rapport égalé à ^ 

une constante sera V intégrale de V équation 1 

Md:r-f-N<r=:o. ï 

Car de 1 

V 1 

-=::C, ou y(«)i=rC, r^ 

on tire u = c. I 

''c 

DÉTERMINATION DU FACTEUR 1^. | 

836. La condition nécessaire et suffisante pour que j 

M (M^/o: H- N^) soit une différentielle exacte esl ï 

i 

«VM eiif^ ^ 

r/jr dx { 

ce qui revient à l'équation | 

^ ' f/x û[x \^/r dx ) j 

Quoique cette équation soit en général aussi difficile à % 

résoudre que la proposée, elle peut cependant, dans quel« % 

ques cas, servir à trouver le facteur sf : i 

1° Si v' ne doit dépendre que d'une seule variable, x par % 

exemple, on a — = o, et l'équation (i) se réduit à 1 



. 1 d(f (ty dnn . Xs 

Par hypothèse, le premier membre ne dépend que de:r j <\ 

5. ■ J 

31 



Digitized by 



Google 



63 

donc, on doîl avoir 



COURS D ANALYSE. 



dM 



d^ 



=/('). 



Cette condition est suffisante; car si elle est remplie, on 
satisfera à l'équation (2) en prenant 

Le calcul est plus simple si Ton suppose N = i, c'est- 
à-dire si l'on met Téquation proposée sous la forme 
rf^ -h M(ij: = o, ce qui est permis. On a, dans ce cas, 

d'où 

M = Pr + Q. 

L'équation proposée devient 

Il suffit donc, pour rendre différentielle exacte le pre- 
mier membre de cette équation, de le multiplier par e^^***. 
On a 



dx 



+ Pjre/P^ + Qe/P^' = G ; 



d'où (499) 



■/• 



eS^dxyr^ j qeS^'^' dx z= C. 



C'est le cas de l'équation linéaire (5H). 

2® Si le facteur t^ est de la forme XY, X étant une 
fonction de a:, et Y une fonction de jy on a 



^.r dx 



d, dY 

dj djr 



et l'équation (i) revient à 



rlX^ __ dY^ __ dM d^ 
Xdx Ydj ~" dy dx 
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Si cette condition est remplie, on aura 

537. L'emploi du facteur i^ donne les méthodes pré- 
cédemment exposées : ainsi, la séparation des variables 
dans Téquation 

XYr/^-i-x,Y,fl!r = o, 

ou X et Xi désignent des fonctions de Xy et Y, Yj des 
fonctions de jr^ revient à multiplier Téquation proposée 

par le facteur :^-:=r* 
XiY 

La transformation employée dans l'intégration de l'é- 
quation homogène revient aussi à la détermination d'un 
facteur qui rend le premier membre inlégrable. En effet, 
l'équation (3) du n° 506 n'est autre chose que l'équation 
proposée divisée par x""^^ [9(2) ■+" ^^ (^)]* En rempla- 
çante par -î x"'(f ( - j par M, x'"(j; ( - j par N, on voit 
que le facteur u est, dans ce cas, 



Mx -+- INjr 
Il est d'ailleurs facile de vérifier que -~ r; — est 

alors une différentielle exacte. Il suffit, pour cela, de dé- 
montrer que 



d.. ^' ,. ^ 



djr "^ dx 

Cette équation revient, après quelques transformations, 
à la suivante : 
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ou 

NMw — NM/w = o, 

car les fonctions M et N étant homogènes et de degré m, 
on a identiquement (I, 178) 

dU r/M „ d^ rfN ^, 

Si le premier membre de l'équation homogène est déjà 
une différentielle exacte, on pourra prendre pour premier 

facteur i , et pour second — — • Leur rapport, égalé 

à une constante, donnera Fintégrale qui sera, par consé- 
quent, 

Ma? -4-N^ = c. 

EXERCICES. 

1 . aydx -h bxdy 4- oc^x^ [cydx + exdjr) = o. 
Solution : Le premier binôme devient intégrable lorsqu'on le 

mulliplie par a:*-'/*-' ^(jc*/*), et le second par — -^^^-^ ^(-^"r*)- 

Ou peut déterminer les fonctions «pet >^ de telle sorte que ces deux 
facteurs soient écaux. 

2. Trouver le facteur d*intégrabiUté de l'équation 

[x+x)dx-\'djr = o. 
Solution : e*. 

3. Trouver le factjur d'intégrabilUé de l'équation 

( I — x^jr) dx -^^ v^ [y -^ x) dy = O , 

Solution : —,♦ 
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QUARANTE-TROISIÈME LEÇON. 

SOLUTIONS SINGULIÈRES DES ÉQUATIONS A DEUX VARUBLES. 

Coniment elles se déduisent de l'intégrale générale. — Solutions singu- 
lières obtenues au moyen du facteur qui rend intcgrable le premier 
membre de l'équation. — Exemples de solutions singulières. — La 
solution singulière est Tenveloppe des courbes représentées par l'équa- 
tion intégrale. 

COMMENT LES S0L13T10NS SINGULIÈRES DES ÉQUATIONS A 
DEUX VARIABLES SE DÉDUISENT DE l'iNTÉGRALE GÉNÉ- 
RALE. 

538. Soient 
(i) Mdx-hl^djr=o ou -£=/(.r,j) 

une équation difierentielle, et 

(2) F(a:,j, c)=o 

son intégrale. Différentions cette dernière équation par 

rapport à x ^ nous aurons 

d^ 
dy dx 

(^) . -d^-'^ir 

Si Ton élimine c entre cette équation et la précédente, 

'. . . . . r/j7 

on doit obtenir l'équation (i), ce qui exige que --^ de- 

vienne identique à — quand on remplace dans ce quo- 
tient c par sa valeur tirée de l'équation (2), et cette éli- 
mination conduirait encore à une identité, lors même 
que c serait une fonction de x et dej^. 
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539. Cela posé, je dis que si Ton connaît l'intégrale 
F(a:,^, c)=o d'une équation différentielle, on peut 
déterminer les solutions singulières de cette équation. 

Soit 

(4) ?{^9x)=o 

une solution singulière, c'est-à-dire une équation qui 
satisfasse à l'équation (i), mais qui ne puisse se déduire 
de rintégrale générale en attribuant à la constante une 
valeur particulière. On peut faire rentrer Téquation 
cp [x^y) = o dans cette intégrale, en y remplaçant c par 
une fonction convenable, car il suffit de poser 

(5) F(^,r, C):=y(x,j), 

d'où Ton déduit la vîileur de c en fonction de x et de/. 
Cette valeur étant déterminée, si l'on diflerentie l'équa- 
tion (a) par rapport à x, on aura 

^F d?dx dFdc__ ^ 

dx df dx de dx ' 
d'où l'on tire 

dY dY 

. ç. dy €ix de de 

^ ^ di""^ dF~~ Tf^'dx' 

djr djr 

L'élimination de c entre les équations (2) et (6) doit 

conduire à l'équation —- z=:f(^x^j). Donc l'équation (6) 

se réduit à -£ =f(x^jr). Or, — ^ se réduit à f(x,f) 

quand on remplace c par sa valeur tirée de 1 équation 
F {x^jj c) = o (538) 5 donc on doit avoir 

d? 
. . de de 

djr 

équation à laquelle il faut joindre F {x,j^ c) = o. 



Digiti 



izedby Google 



de 


(«) 


de 

dF = ''' 


¥[x,x, c)=o, 




dy 

•e[x,y,c) — o. 
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Le système de ces deux équations se ramène aux deux 
suivants : 



(i) 



Or, le premier système donne c = une constante, et, par 
suite, on retombe sur Fîntégrale générale. 
Le second se partage en deux : 

^"~''' (IV) Mr ~"°°' 

F [jc, x,c) = o, (F (x, 7, c) = o. 

En éliminant centre les deux équations de chacun de ces 
deux derniers systèmes, on obtiendra, les solutions sin- 
gulières de l'équation proposée, pourvu qu'on omette les 
valeurs de c qui rendent simultanément nulles, ou infi- 

. , j ^ . dF d¥ , 

mes, les deux fonctions— 5 —5 parce que la première 

des équations (II) se présenterait sous la forme illusoire 

- = o, ou — = o 5 il faudra aussi rejeter les solutions qui 

rentreraient dans l'intégrale générale en attribuant à c 
une valeur constante. 

Ainsi, on obtiendra les solutions singulières d*une 
équation différentielle du premier ordre en éliminant 
ta constante entre V intégrale générale et sa dérii^ée par 
rapport à la constante, égalée à zéro, ou bien entre cette 
même intégrale et sa dérivée par rapport à j^ égalée à 
t infini. 

540. Quelle que soit la forme sous laquelle se présente 
l'équation intégrale F(a:,y, c) = o, l'application des 
règles précédentes doit toujours conduire aux mêmes 
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dF 

de 
>lutions. En eiîet, le rapport — restera toujours le même 

uand on éliminera c au moyen de l'équation F= o, 
uoique chacune de ces dérivées cbange quand on trans- 
>rme celle équaiion. Car en regardant j^ comme une 

>nctîon de c, on a 

d¥ 

de __ dy 

dF"' de' 

df 

aleurqui sera toujours la même, quel que soit F. Ainsi, 
>rsqu'une transformation de l'équation F (x^y^ c) = o 

dF 
;ra perdre des solutions à l'équation — = o, elle les fera 

cquérir à l'autre équation — = t» . 

DLUTIOKS SINGULIÈRES DÉDUITES DU FACTEUR QUI REND 
INTÉGRABLE LE PREMIER MEMBRE DE l'ÉQUATION. 

541 . Si Ton met l'intégrale sous la forme u — c := o, 
n aura 

dF 

de I 

djr dy 

Linsi, toutes les solutions singulières seront données par 

'équation — = o. Mais — n'est autr^e que le facteur v 

dp 
►ar lequel dy — f[x^y)dx devient une différentielle 
xacte (531). Donc l'équalion 

I 

- = o, ou v = zo 
p 

oniient toutes les solutions singulières. 
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EXEMPLES DE SOLUTIONS SINGULIÈRES. 



542. 



xdx -\-ydy := dy sj x- -{- y'^ — û*. 



Divisons par y/x*4-y* — «% il vient 

, xdx -H ydr , , 

dy= --^-^ = ds/x^-hy' — a% 

s/x--^y' — a' 

dont l'intégrale est 



y -h c = ^x^ -h /■'' — a^y 
ou 

2Cy -{- C^ -+- a^ — a:' =::r o ; 

on aura donc 

dV dF 

-— =2rH-2C = 0, ou —— = 2C==Q0. 

de dy 

Cette dernière équation ne conduirait qu'à la valeur illu- 
soire j* = 00 . La première donne c = — y^ et, par suite, 

solution singulière. Cette solution, qui représente une 
circonférence, n'est pas comprise dans l'intégrale géné- 
rale, puisque celle-ci représente une suite de paraboles. 

Comme le facteur i^ est , on voit bien que 

s/x^^y^'—a^ 

la solution singulière correspond à i^ = oo . 

^543. a** Trouver la courbe dont la normale a une 
longueur constante. 

L'équation différentielle est 

d'où 

yty 



dx = 



\/a'-:r' 
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et, par suite, 

équation d^un cercle. Pour avoir les solutions singulières^ 
il faut poser 



==o; d'où a: = ey 



de X — c 

et, par suite , 

(3) • y'=a\ 

On obtiendrait encore celte solution en égalant à Tin- 

fîni le facteur ■ . par lequel il faut multiplier Té- 

quation proposée pour séparer les variables. 

Il est à remarquer que les deux droites représentées 
par l'équation (3) sont tangentes à toutes les circonfé- 
rences que représente l'intégrale générale (2). 

544. 3*^ Trouy^er une courbe dont les tangentes soient 
à une distance constante^ a, de V origine. 

L'équation de la tangente menée par un point quel- 
conque [Xyy) de la courbe, étant 

Téquation différentielle du problème sera 
ou 



(i) y = px'^ a\j\-\'p'. 

En diflérentiant par rapport à a:, on a 
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équation qui se décompose en deux équations : 

dpzzzoy X 4- —====. = o. 
La première donne p =. c^ d'où 



(2) j = cjp -hû^i 4-C-. 
La seconde donne 

(3) — -T^' 

celte valeur étant portée dans l'équation (i), il en résulte 

(4) 



élevant au carré et ajoutant les équations (3) et (4), on a 

(5) x2-l-7'=û». 

La solution générale (2) représente une infinité de 
droites, et la solution singulière (5) une circonférence à 
laquelle toutes ces droites sont tangentes. 

545. 4° 

(1) ± = [y^ar. 

Les variables se séparent immédiatement, et l'on trouve 
pour l'intégrale générale 

(2) (r— «)'""— (i — n){x-^c)=zo. 

Pour obtenir les solutions singulières, on posera 

d^ 

de I 



— = ( y — aY 

d^ (^ _«]-/! v./ ; 
d'où l'on déduit, en supposant « > o, 

(3) r==«. 
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78 COURS d'analyse. 

Cette équation représente une solution singulière si n 
est <[ I, car, dans ce cas, on ne peut pas déduire j' = a 
de l'intégrale générale. Si n est > i, ^ = a n'est plus 
une solution singulière, puisque l'équation intégrale étant 
mise sous la forme 

(i"-«)(r-^)''~' = — ^;' 
x — c 

on obtient j^= a en faisant c = a> . Enfin, si » = i, 
l'intégrale générale est j^ — a = ce', qui devient / = a 
pour = 0, et il n'y a pas non plus, alors, de solution 
singulière. 

On verra facilement que l'hypothèse n <^ o ne donne 
aucune solution singulière. 

546. 5° Trouver une courbe telle, que le produit des 
perpendiculaires abaissées de deux points fixes F et F' 
sur la tangente soit constant et égal à i*. 



Fig. Il 3. 




Prenons pour axes la 
droite FF' et une perpendi- 
culaire élevée au milieu de 
cette ligne. L'équation de la 
tangente est 

Y~-x=p[lL^x), 

et, par suite, les perpendicu- 
laires abaissées des points 



donnés sur la tangente seront, en désignant OF par c, 



v^^LZ-P^-^P^. FH-^ ^T-^'-T^"; 



on aura donc 



d'où 



sli-^P' 
1,2 — {r — P'-^Y—p^c^ 



(r—pxy=b^'^[b^-^c^)p\ 

et, si Ton pose i' -f- c* = a', 

(l) X =px -^ s[b^-\- a-p\ 
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équation d'une forme connue (527). En la différenlîant/ 
on aura 



(2) 



\ s/ à' -f- a'p' J 



ce qui donne d'abord dp = o, d'où p = constante := m. 
L'intégrale générale est donc 



(3) jr = war -+- \ja}m}-\-bK 

On satisfait encore à Téqualion (a) en posant 

(4) ^-f-- ""'^ -:=0. 

En éliminant p entre les équations (i) et (4)» on aura la 
solution singulière 

(5) :n + ^ = '' 

éqaation d'une ellipse qui a pour tangentes les droites 
représentées par l'intégrale générale. 

547. 6° Trouver une courbe telle, que la portion de la 
p. ,j/ tangente TS comprise entre les 

I deux axes soit égale à une lon- 

gueur constante a. 

L'équation de la tangente est 

et l'on a 

P 

d'où, à cause de Ôï' -l-OS' = TS' , 

{X-pxY[i^p')=:a'p\ 
On aura donc 

(l) y=:px-^ ''^ • 




puis, en difTérentiant, 



Oz=zdp 



L (I +/''n 
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D'abord dp ^=:s o donne ^ = c, et, par suite, 

(2) y==cj^^.^^,,^. 

l'intégrale générale représente donc une infinité de droites. 
La solution singulière sera donnée par Téquation 



Si Ton substitue cette valeur dans l'équation (i), on aura 

éliminant pj on aura 

(3) J'-^/'=zJ. 

Cette courbe est l'épicycloïde obtenue en faisant rouler 
un cercle dans un autre cercle de rayon quadruple. En 
effet, soient M le point de la circonférence mobile qui était 
placé primitivement en A, et K le point de contact actuel. 
On sait que KM est la normale de l'épicycloïde au point M, 
et, par suite, que MH est la tangente. Or, l'angle THK, 

(pii, dans le petit cercle, a pour mesure - arc KM ou - AK, 

aura pour mesure 2 AK dans le grand cercle. Donc l'angle 
THK est double de l'angle AOK, et le triangle TOH est 
isocèle. On a donc OH = HT. 11 résulte de là qu'on a 
également OH = HS5 et, par suite, TS = 2OH = OK. 
Ainsi, TS conserve bien une grandeur constante. 

UNE SOLUTION SINGULIÈUE REPRÉSENTE l'eNVELOPPE DES 
COURBES DONNÉES PAR l'iNTÉGRALE GÉNÉRALE. 

548. On a dû remarquer que dans tous les exemples 
traités plus haut (542 et suiv.), la solution singulière 
était l'enveloppe des lignes représentées par l'intégrale 
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générale. Nous allons démontrer qu'il doit toujours en 
être ainsi. 
Soit 

rîntégrale générale. Elle représente une suite de courbes 
dont l'enveloppe s'obtient (I, 247) en éliminant c entre 
cette équation et sa dérivée par rapporta c. Or, c'est pré- 
cisément le calcul qui fournit la solution singulière. 
Le théorème est donc démontré. 

On peut d'ailleurs établir ce théorème de la manière 
suivante. Par chaque point de la courbe A qui représente 
la solution singulière passe Tune des lignes B comprises» 

dans l'intégrale générale. Or, en ce point — a la même 

valeur pour les deux courbes A et B, puisque leurs équa- 
tions satisfont toutes deux à l'équation différentielle. 
Donc les lignes A et B ont la même tangente au point 
qui leur est commun. 

EXERCICES. 

Solution singulière : 

dy^ dy 

satisfont à V équation différentielle /y-jH- i^x-j- —y =z o. 

Ces intégrales sont-elles singulières, ou particulières ? 

Solution : La première est une solution parliculière, et la seconçlo 
une solution singulière. 

Solution singuuère : ^^ = i H- a:'. 
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QUARANTE-QUATRIÈME LEÇON. 

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES D'UN ORDRE QUELCONQUE. 

Existence de l'intégrale d'une équation différentielle quelconque. — Con- 
ditions que doivent remplir les constantes qui entrent dans Tintégrale 
générale. — Intégrales de divers ordres d'une équation diflerenticlle. — 

.jitégratîon de l'équation — — - = v, 
ax"' 



TOUTE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE ADMET UNE INTÉGRALE. 

549. Considérons une équation différentielle de l'or- 
dre m résolue par rapport à la dérivée de Tordre le plus 
élevé 

d'"r rf dy d^Y d'^-^ y\ 

(*) -d^ =/^^.r> 5i' "Sx^' • -'iL^^) • 

d"* Y d"* — ^ Y 

Cette équation détermine -- - ou d — — —^ quand on 

dY d'"~^ Y 

connaît les valeurs de j^, -y-? • • • ? ;%-^ pour une valeur 

de X, On peut donc se donner, pour j: = a, des valeurs 

arbitraires b. b\ fc", . . . , £('«-*) der, -/,— ^,...5 —l-!/. 

•^ d.v dx^ f/wt*""* 

Maintenant, si Ton donne à j: un accroissement dx^ les 
accroissements dej^ et de ses dérivées seront 

dy =h' dx, d-f-z=^ b" dx,..., d — ^ = ^.(— t) dx, 
dx dx 

et raccroissement de _^ sera ensuite donné par Téqua- 
tion (i). 

On déterminera de même la valeur de j^ et de ses* dé- 
rivées pour j: = a-|- adx^ x = a-hidx, .... Ainsi, les 
valeurs successives de j* sont déterminées, et, par con- 
séquent, j' dépend de x et des m constantes i, è', . . . , 
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5oO. On peut encore établir rexistence de Tinlé- 
grale, au moyen du développement de y en série. En 
différentiant Féquation (i), on obtiendra successivement 

les coefficients différentiels—; -5 — — f*? • • •? en fonction 

, dr r/*"-* Y 

de ;r, r, -— , . . ., •; : soit 



Mais on a (I, 122) 

Remplaçant (f (x) parj^, cf (a) par fe,cf' (a) par £',.-•> 
on aura donc • 

' 1.2 I.2...(/W — l) 






i .'2,. . .m 

(2) < . , , 



I .2. . ./W (w + l) 



Aiw+a 



On voit encore que la valeur de j* renferme m con- 
stantes arbitraires. 

En faisant a = o, on aurait le développement de l'in- 
tégrale suivant les puissances ascendantes de x : mais 
cetle valeur pourrait rendre infinie la fonction, ou quel- 
ques-unes de ses dérivées, et le développement devien- 
drait alors impossible sous cette forme. II vaut donc mieux 
conserver la série (2) sous sa forme la plus générale, eu 
choisissant la valeur arbitraire a de telle sorte qu'aucune 
des fonctions ne soit infinie pour x = a. 

6. 
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551. Réciproquement, toute équation 

[ (3) F[.7r,j,c, c',....,c(—0] = o, 

F 

l {/ui satisfait à l'équation différentielle donnée, et quiren- 

J ferme ni constantes arbitraires au moyen desquelles il 

[' • soit possible de donner^ pour a: = a, des valeurs arbi- 

[j^ traires i, t', . . . , 6^'""*^ à y -j-? • • m ^^j;; > est identique 

F: à Vintégrale générale. En effet, si Ton détermine ainsi 

!„ les constantes, on aura encore pour y le développe- 

f'. ment (a) puisque, Téqualion (3) satisfaisant à l'équa- 

r. tion (i), les valeurs de ^r^, 'd^' ' '^' ' P^"^' x=a,ne 

r dépendront que des valeurs i, è', 6", . . . , if'"~*^ 

r". ' 

b» 

k CONDITIONS QUE DOIT REMPLIR UNE ÉQUATION POUR 

\ ETRE l'intégrale d'uNE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE 

l DU m**'"* ordre. 



^ 552. Pour qu'une équation renfermant m constantes 

î ' soit l'intégrale générale d'une équation différentielle du 

r rn'^'^' ordre, il faut que ces constantes soient bien dis- 

f tinctes, c'est à-dire qu'elles ne puissent se réduire à un 

nombre inférieur à m. Par exemple, l'équation 

semble contenir deux constantes arbitraires, mais en la 
mettant sous la forme 

on voit qu'elle n'en renferme qu'une : elle ne peut donc 
pas être l'intégrale générale d'une équation diâerentielle 
du second ordre. 

Pour s'assurer que les constantes renfermées dans l'é- 
quation intégrale sont distinctes, il suffira dechercber si 
elles peuvent être déterminées de telle sorte, que y et 
ses m — 1 premières dérivées aient des valeurs données 



Digitized by 



Google 



QUARiNTE-QUATttIÈME LEÇOIY. 85 

quelconques i, i', . . . , i^'""*^, pour une valeur donnée 
àx. 

553. Par exemple, soît 

(ï) ^==ce«' + c:'<î«'^ 

on en tire 

dx 

et en lésolvant ces deux équations par rapporta c et à c\ 
le dénominateur commun des inconnues sera 

(a— a') ^(« •+■«')'. 

Donc, si a est différent de a', les valeurs de c et de c\ 
correspondantes à des valeurs a, £, b\ attribuées à j:, j 

y-j seront finies et déterminées, et dans ce cas l'équa- 
tion (i) sera l'intégrale générale d'une équation différen- 
tielle du second ordre. Il n en est plus ainsi quand a = a', 
comme on Ta vu dans l'exemple précédent. 

55 i. On reconnaîtra de même que 

y = csina^ + c'sina'x 

est l'intégrale générale d'une équation différentielle du 
second ordre; mais l'équation 

(i) / = csin {x-^a) -|-c'sin(j? -f- a'j-f-c^'sin [x ■+-«*') 

ne peut pas être l'intégrale générale d'une équation diffé- 
rentielle du troisième ordre, car on a 

(2) -^ = rcos(a:-f-a) -f- c' cos (x -f- a') H-c*cos(a? -f-a"), 

(3) ^ = — csm{x -4- a) — c'sîn {x -f- a') — c"sin {x -t- a"j. 

Or, il résulte des équations (i) et (3) 
d'y _ 
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et, la valeur de jetant déterminée, on ne peut pas donnei 

de valeur arbitraire à -r^* On voit d'ailleurs surTéqua- 

tion même, en récrivant sous cette forme 

y = (ccosa -h c'cosa' 4- c'' cosa") sinx 
4- (c sîna 4- c' sina' + c" sina") cosa:, 

ou 

X =:A sinx -+- B cosa;, 

qu'elle ne renferme que deux constantes arbitraires A et B. 

INTÉGRALES DE DIVERS ORDRES d'uNE ÉQUATION 
DIFFÉRENTIELLE. 

555. Une équation différentielle de Tordre m a pour 
intégrale une équation de la forme 

(i) F[-r,j,r,c', c",..., €(-»)] = o. 

Puisque les constantes c, c', . . . , cî'«-*> n'entrent pas dans 
Téquation différentielle, celle-ci ne peut se déduire de 
l'équation F = o qu'en la différenliant m fois, et élimi- 
nant ces m constantes entre Téquation (i) et les m équa- 
tions différentielles ainsi obtenues. Or, cette élimination 
peut se faire de plusieurs manières. 

Si d'abord on ne veut éliminer qu'une constante c, on 
pourra différenlier l'équation F= o, après l'avoir mise 
préalablement sous telle forme qu'on voudra, puis on éli- 
minera c entre l'équation F = o et sa différentielle. On 
peut, en particulier, résoudre lequation F = o par rap- 
port à c, soita = c, puis différcntier cette dernière, ce 
qui fait disparaître la constante. En éliminant ainsi, tour 

à tour, chacune des m constantes c, c', c^"*-*^ on 

obtient m équations différentielles du premier ordre 
dont chacune contient seulement m — i constantes. Ces 
équations sont dites des intégrales de Vordre m—i. 

556. Pour éliminer deux constantes c et c', on peut 
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dîfféren lier deux fois de suile Téquation F=o : on a 
ainsi trois équations 

entre lesquelles on éliminera c et c'. On peut aussi éli- 
miner c entre F = o et dF = o, puis éliminer c' entre 
Péquation ainsi obtenue et sa différentielle. De quelque 
manière que Ton opère, on doit arriver à la même équa- 
tion différentielle du second ordre; car si Ton obtenait 
deux équations distinctes du second ordre, en éliminant 

entre elles -7-75 on aurait une équation du premier ordre 
de la forme 

En différentiant m — a fois cette équation, on aurait 

dr d"*~-^ r 

m — I équations entre J:^, JK5 7- ' ' • * ' ..,,_, et m — 2 con- 
stantes, c'est-à-dire plus d'équations que d'inconnues. 
On ne pourrait donc pas se donner les valeurs de y^ 
dr d"'-^ Y 

En éliminant successivement deux des m constantes, 

on aura — équations différen tielles du second ordre 

contenant chacune m — 2 constantes, et qu'on nomme 

intégrales de l'ordre m — 2. Trois intégrales de cet ordre 

peuvent remplacer l'intégrale générale, car on la repro- 

dr d^ Y 
duil en éliminant entre elles — et -y-^ • 

5d7. On pourra de même éliminer un nombre quel- 
conque de constantes et parvenir ainsi à des intégrales de 
l'ordre m — 3, de l'ordre m — 4> ^ic. Si l'on élimine 
toutes les constantes moins une, on aura m équations dif- 
féren li elles de l'ordre m — i qui serontdites des intégrales 
du premier ordre. Si entre ces m équations on élimine les 
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m — I dérivées -^j -^j • • • > ^^ J, > on retrouvera l'équa- 
tion primitive F = o entre ar,j^, c, c',.-? c^'"""*\ Il suffira 
donc, pour intégrer Téquation 

d'avoir les m équations intégrales du premier ordre. 

558. Les intégrales du premier ordre permettent de 
déterminer les constantes c, c', . • • ^ c^*^^^^ en fonction 

dY d^^"^ Y 

de X, y^ -^> • • • > — — :^' En les résolvant par rapport 

aux constantes et en désignant, pour abréger, les dérivées 
de j psLV y, y\,..<ij^"'''^^^ on aura m équations de la 
forme 

c = t[x, /, r ', . . . , r ^'""'^] = «; 
d'où 

du du , du ,, du d'^Y 

djc dy dy' dy^'"-'^ dx'" 

Mais 

on aura donc 
^^ du du , du „ du .. 

Cette équation doit être identique, car autrement elle 
établirait une relation entre x^y^y' y . . . , J^^'"■"*^ et l'on 
ne pourrait plus se donner les valeurs dej^,^', . . . , j^^"*~*^ 
pour j: = a. 

Ainsi, les équations du premier ordre étant mises sous 
la forme 

Il = f , n,^=z c\ tfj = c", . . . , 

toutes les fonctions u, i^j , . . . , satisfont à une même 
équation aux dérivées partielles. 
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IfiTÉGRÀTION DE L ÉQUATION -7-^ = •>. 

ax"* 

559. Soîl propose d'intégrer Téquation 
V étant une fonction de x. On en déduit 



dx' 



^z= jpdx^c, 



^ = I djr j vdx -f- cj: -i- f , 



dx 



^ z=z idx \d.x i çdx -f- cj:*-4- c'jt -h c^, 

et ainsi de suite. Donc, si Ton désigne en général par 
■ vdx'' l'intégrale ï dx l dx, . . / \fdx qui résulte de 
n intégrations successives par rapport à a:, on aura 

(2) yziz I <^cLc"-t-ca:'"~^ +c'j:'"-»-h •• • -hcC"-*). 

560. L'îniégrale multiple qui entre dans la valeur 
de j peut s'exprimer à Taide d'un certain nombre d'in- 
tégrales simples. En effet, l'intégration par parties donne 
successivement 

1 dx j vdx :=zx j fidx — j vxdx, 

I çdx^ = Ix^ I vdx — 2x f çxdx •+- j PX^dxU 

j vdx*= r (•'*'/ f^dx — 3** I vxdx 

-+- 3x # va^dx — 1 ux*dx\% 
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et ainsi de suite; d'où l'on conclut, par induction, 

il i>dx"z=i I x""* 1 vdx — (n — i)x"""= 1 vxdx 
J i.2...(7i~i)L J ' ' J 

Pour établir la généralité de cette formule, il suffit 
de montrer que si elle est vraie pour une intégrale de 
Tordre n, elle conviendra encore à une intégrale de 
l'ordre 72 H- i. Or, on peut mettre l'équation (3) sous 
cette forme 

/pdx"= nx"-^ 1 i>dx — n(n — i) x"~^ 1 çxdx 
I,2.../î| J J 

-\ ^ i x«-=» / vx^dx ±n j t^x'^-'dx . 

Multipliant les deux membres par dx, et intégrant par 
parties, il vient 

/pdx'*-^^ z= x** I vdx — /ij;"~» 1 çxdx 
1.1.., ni J J 



n(n — i) 

x" 



1.2 



Mais 



1.2. ..«L 1.2 JJ 



n (n — i) _, , . . . 

I — TU .dz7î=(i — i)'»±i=±:i: 

1.2 ^ ' ' 

donc 

/çdx^"^^ =. x" I tfdx — nx"^^ 1 vxdx 
I.2.../îL-J J 

rt{n—\) r , r . 1 

-i L ^1-2 I ,»x'é/.r + . . . q= I f^x"dr U 

ce qui établit la généralité de la formule (3). 

561 • Enfin, l'intégrale multiplt; j s/dx"" peut s'expri- 
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mer par une seule intégrale simple. En effet, donnons 
aux intégrales qui entrent dans l'égalité (3) les limites a 
et X 5 posons ^ =zf[x)^ et, dans le second membre, rem- 
plaçons X par z sous le signe i : nous aurons 



1.2 



OU bien, en faisant passer les facteurs constants sous le 
signe 1 , et remplaçant la somme des intégrales par une 
intégrale unique, 

Ja 1.2. .. ^/I ^) J a 

562. Cette dernière formule conduit à une nouvelle 
démonstration de la série de Taylor. En remplaçanty*(x) 
par la dérivée y f''+*^ (j:), et n par n -f- 1, on aura 

\ /(''+') {x) da:"+' = ^- f /("+'^ (z) {x — zydz. 

D'un autre côté, 

f /(-+') {x)dx^-^'=/{x) ^f[a)—f[a)[x-a) 



donc 



f[x)=f[a) ^f(a) [x ^ a) 4-/'^ («) 



^ ' 1.2.../2 I.2.../Î J^ 
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et, si Ion pose a: = a -f- A, et z = a -h A — /, 

f(a^h)z=f{a)^r{a)h^r{a)^ + ... 
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QUARANTE-CINQUIÈME LEÇON. 

INTÉGRATION DE QUELQUES ÉQUATIONS D'UN ORDRE 
QUELCONQUE. 

Equations de la forme / ( ^_^ , -— ■ J = o. — Equations de la forme 

/( — ;;j3j 5 — ^ j = o. — Équations susceptibles d*abaissement. — 
Applications géométriques. — Équations homogènes. 



ÉQUATIONS DE LA FORME / --> -7-^ = O. 

563. Soit d'abord réquation 

dx' \dxj 

En posant — =zp^ on aura — =J[p) 5 d'où 

Si l'on peut lîrer de cette équation p en fonction de o:, 

on aura 

/? = <p(a:), ou dx=zff[x)dx^ 

et, par suite, 

(3) x= L[x)dx + d. 

Cette équation est l'intégrale générale, car elle contient 
deux constantes arbitraires c et c'. 

564. Si l'on ne peut pas tirer de l'équation (a) la va- 
leur de p en fonction de a:, on aura 
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d'où 

<« -/^-'■> 

on éliminera ensuite p entre les équations (2) et (4). 

565. Exemple. Tromper la courbe dont le rayon de 
courbure est constant et égal à a. 

L'équation différentielle du problème est (I, 257) ; 



On aura donc 

et, en intégrant, 

(2) a:=-===H-c; 

S/i'\-p' 
par suite 

dy=zpax = — - — 



d'où 

(3) ^ = _.^^ + ,^ 

En éliminant p entre les équations (2) et (3), on aura 

(4) {a:-^cY-^{jr^c'y = a\ 

équation d'un cercle dont a est le rayon. 

On peut aussi tirer de l'équation (2) la valeur de p en 
fonction de j: 5 on a 



P = 



il en résuite 



v/«*' — {.r — cy 
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d'où, en întégrant, 

y — c' = — sja} — (a? — c)% 
et enCn 

566. Plus généralement, si Ton a 1 équation 



f 



/ci'"-' y d'*r\ __ 



ne contenant que deux dérivées consécutives, en posant 

- = p, d'où ~^=z-f., 

l'équation proposée se réduit à 

• f(..g) = o; 

on en déduit successivement : 

Si cette dernière équation peut être résolue par rapport 
à p^ on aura 

/> = (j,(^) ou ^_-=ç(x;, 
et (559) 

Si p ne peut être exprimé en fonction de x, on aura 



OU 



donc 



dx"' 



^ d'^-'y ^ Pdp 

a — ; = p ax. =r -: ) 



<^^' ~j 7{p) 
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'Ap) 



En multipliant par clx= •——: et intégrant de nouveau. 



on aura 



-*-J /{!>)] Ap)^^' 



et ainsi de suite. 

ÉQUÀTIOIfS DE LA FORME / ( ^ _^ > ~T^^) ^^ ^' 

567. Soit d'abord g =/(/)• 

En multipliant les deux membres par idy^ et inté- 
grant, il viendra 

d'où l'on lire 

dr 



dx: 



\Jc -h iSf{y)dy 
et enGn 



568. Exemples. 






On aura 



(S)'^'"^^*-^)^^' 



«d.= ''■'■ 



^j' = c sin (/ix H- c*), ou j^=: Asin«* + Bcosfl*, 
Â cl B désignant deux constantes arbitraires. 

On aura 

dy 



(^V- /ï»(r*4-^) = o, /irfar = 



-» 



)/y^-hc* 
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et, en înlégranl. 



d^ailleurs 
d'où 



(2) -r 4- v/7m^ = -,-^'. 

On tîre des équations ( i) et ( 2) 

*^ 2 2 c 

569. Pour ramener au cas précédent (567) les équa- 
tions de la forme 



^\d^?^' d.c^ )-'''' 



il suflSt de poser _^ = p ; il en résulte 



(0 /(/'.S^)=0' - S^^fw. 



et, par conséquent, 

dx 



'''' ^^c + ',Si{p)dp = ^{py, 



ce qui donne 

Si l'on peut résoudre cette dernière équation par rap- 
port à p, et en tirer p ou ^^ = cp (x), l'intégrale gé- 
nérale s'obtiendra au moyen de m — 2 quadratures qui 
introduiront m — 2 nouvelles constantes arbitraires. 

Quand l'équation ne peut pas être résolue par rapport 
à p) on opère de la manière suivante. 

Sturm. — An,^ II. y 
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On a —, 7 = p, d'où résulte 

d"'-^y pdp " 

donc 

On trouvera de même 



-r£±+c" 






et ainsi de suite. On arrivera donc à une certaine équation 

(3) X=P(P), 

contenant m constantes arbitraires. L'élimination de p 
entre les équations [1) et (3) donnera l'intégrale générale. 

ÉQUATIONS QUI PEUVENT s' ABAISSER A TJN ORDRE 
INFÉRIEUR. 

570. Soit l'équation de l'ordre m 

^V^'^' ^?ii"'"*"' rfî^j=°- 

d^Y 
En posant — ~ :==/?, on la réduit à 






n^,p.—^'"^ -^-^ir^o. 



Si Ton peut intégrer celte équation qui n'est que de 
l'ordre m — /?, et ensuite la résoudre par rapport à a:, ou 
à p, le calcul s'achèvera comme dans le cas précédent. 

571. Soit l'équation 

J dy d-'y d'"y\ 

qui ne contient pas x. On peut en abaisser l'ordre d'une 
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unité en prenant y pour variable indépendante et fai- 



sani 




= p. On aura 








dp 
~ dx~ 


-PT/ 






d\Y 


d{p 


dp\ 

dr) _ 



fin Y 

En général, ~^i considérée comme fonction de p, sera 

du (« — ij'ème Qi.(j|»e5 en substituant ces valeurs dans l'é- 
quation (i) on arrivera donc à une équation de Tordre 

m — I 



(*) 



/ dp d'—'pX 



dont Tintégrale renfermera m — i constantes arbitraires, 
et Tintégration de l'équation djr = pdx fournira encore 
une autre constante. 

APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES. 

572. Quelle est la courbe dont le rayon de courbure 
est en raison im^erse de V abscisse ? 

L'équation différentielle du problème est (I, 257) : 



dp 2,x 

dx 

en appelant— le produit constant du rayon de courbure 

par l'abscisse du point correspondant de la courbe. On 

déduit de là 

a^dp 



2xdxz=- 



(i+p'}' 
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et, en intégrant, 

ap 

d'où 



Bt, en intégrant de nouveau, 






+ <?. 



Cette équation représente la courbe affectée par une 
lame élastique, quand une de ses extrémités étant fixée, 
Tautre extrémité supporte un poids : on lui donne, pour 
cette raison, le nom de courbe élastique. 

573. Plus généralement, si le rayon de courbure doit 
être une fonctiony(a:) de Tabscisse, on aura Téquation 



dx 



d'où Ton déduira 



et, en intégrant. 



dp . dx 



Cette équation, étant du second degré, pourra être résolue 
par rapport à p. Soit alors p = cj> (x), on aura 



=/"' 



)dX-\-€^y 



équation de la courbe cherchée, qui renferme deux con- 
stantes arbitraires c et c'. 

574. Trouver une courbe dont le rayon de courbure 
soit proportionnel à la longueur de la normale coai'- 
pnse entre la courbe et Vaxe des x. 
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L*équation difTérentielle du problème est 

dx 

n désignant une constante positive ou négative, selon que 
la courbe est convexe ou concave par rapport à l'axe 
des X (I, 235). 

En prenant^ pour variable indépendante et rempla- 
ce pdp 
çant -y- par —f-^ on aura 

dy _ npdp 
On tire de là 

ij = ^i;n./,') = i(n-^»)^ 



ou 



^ =(!+/.»)- 



donc 

P- 



=\/(ff- 

et en remplaçant p par ■ , 

I v(fr- 

Il suffit de prendre ce radical avec le signe +) car le signe 
— conduirait à la même intégrale. 

Cette équation peut sHntégrer, diaprés la théorie des 
intégrales binômes, quand n est un nombre entier, pair 
ou impair (I, 353 et 354). 
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Examinons les cas particuliers de«=d:i,n=zh2. 
1° 71 = — I : Téquaiion différentielle (2) devient 

et, Tintégration donne 

(ar--c')'-hjr' — c'- 

Cette équation représente tous les cercles qui ont leur 
centre sur Taxe des x, 

2^ n =^i : dans ce cas, où la courbe est convexe vers 
l'axe des x, on a 

. rdr 

et, en intégrant 

X — cl (7 H- v(r'^~^) + ^•• 

Si Ton détermine k de manière que pour^ = c on ait 
jc = c', il faudra que 

c' riz: cl c H- A' ; 
d'où 

ce qui revient à 

x-c; 

(a) ^^-yy^-^c^'nrrtf ^ . 

Mais 
donc. 

x-c^ 

(p) jr — ^jri—c^ = ce ^ . 

En ajoutant membre à membre les équations (a) et (/5), 
on aura pour l'équation de la courbe 



(x — c' ar—c'\ 
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Cette équation est celle d'une chaînette. Par conséquent 
le cercle et la chaînette sont les seules courbes dans 



Fig. ii5. 




N 

3«n = 



dxr=z 



lesquelles le rayon de courbure soit égal 
à la normale, avec cette différence que 
ces deux lignes coïncident dans le cer- 
cle, tandis qu'elles sont situées de part 
et d'autre du point de contact dans la 
chaînette, 
on a l'équation différentielle 

^r ^^ dy ^sf^-^^ 

dx jr 



vi^r- 



Or, cette équation représente (I, 249) une cycloïde 



V 


Fig. 1 


16. 




dont la base est sur l'axe 
des X, et dont le rayon du 




C 




cercle générateur est - • On 




^ 


^ 


^ 


sait en effet que, dans cette 
courbe, le rayon de cour- 





L N\ D 


B 


bure MK est double de la 


\* 




normale MN. 


40 /i = îi : il vient 












dx = 


sj^dx 



d'où 



{x — c!Y=:^c[y —c)\ 



cette équation représente toutes les paraboles qui ont 
l'axe des x pour directrice. 

ÉQUATIONS HOMOGENES. 

575. On peut abaisser d'une unité l'ordre d'une équa- 
tion différentielle lorsqu'elle est homogène par rapport 
à ^ et à ses dérivées ; soit 



(«) 



'{x, 






dx' 
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une telle équation, et soît n le degré de l'homogénéité. 
On pourra mettre l'équation (i) sous cette forme 

Faisons 
d'où 

dx 
d'y r , (du \ 

^V r ^ (d^u , du \ 

En substituant ces valeurs dans Téquation (a), on aura 
évidemment une équation différentielle de l'ordre m — i 

576. Exemple. 

djrî^ X dx x^ 

Posant j^ = e/"*^', et substituant les valeurs de — et de 

d'^Y 

-— trouvées plus haut, on aura 

du ^ i f 

dx X x^ 

ou 

xdu -^- Il dx u^x^ — 1 

1 = o. 

dx X 

Posons wx = z, il vient 

dz z* — I 

,eix X ' 

OU, en séparant les variables, 



dx dz 

~x z^ — i 
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rintégration donne 

z — I jc^-he jt^-h c 

= c, z= —^ ? Il = 



z -H I j:"^ — c x(x^ — c) 

Il s'ensuit 

/udx=i I -r/x = lc' 5 

d'où 

577. On traite de la même manière toute équation 

^y^Tx' ^d^^'-'-' i^j-^' 

qui est homogène par rapport aux indices des différen- 
tielles, c'est-à-dire dans laquelle la somme des indices 
des différentielles de j^ est toujours la même-, car si l'on 

dy 
pose ~ = p, l'équation deviendra homogène par rapport 

dp d^p d'^^p 

'^^ dy dj^ dy"*-' 

Exemple. Soi* 

Cette équation revient k p -— z=f(jy) p*, ou 

ay 

équation homogène par rapport à p et à —-• Si l'on* fait 

pz=eS"'^/, d'où ^nrWff/'"'/, 
uy 

on aura, en portant ces valeurs dans l'équation (a) et 
supprimant le facteur commun e/"% 
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donc 



c 



et, en intégrant de nouveau, 

EXERCICES, 

1 . Intégrer Inéquation 

où X est la variable indépendante. 
SoLirnoN : 

X = c^ -\- - yj %cy — c^ -\- arç COS î?— — . 

2. Intégrer l'équation 

dx^dy — xds'd^y = adxds yfïà} x)^ -^ {d^ yf , 

dans laquelle ds = ^ dx^-^ dy'\ et s est prise pour variable indé- 
pendante» 

Solution : y=-c(x-hay'hc', 

3. Trouver la courbe dont le rayon de courbure en chaque point 
est égal à la distance de ce point à un point fixe. 

Solution : L*équation du premier exercice où Ton mettrait r et 
à la place de y et de x, 

4. Intégrer Véquation 

dx" ■'^'dxdx' 
Solution : 



-/i 
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QUARANTE-SIXIÈME LEÇON. 

INTÉGRATION DES ÉQUATIONS UNÉAIRES SANS SECOND 
MEMBRE. 

Dé6nition. — Propriétés de Féquation privée de second membre. — 
Équations à coefficients constants. — Cas des racines imaginaires iné- 
gales. — Cas des racines égales. — Méthode de d'Alembert. — Autres 
méthodes. 



DÉFINITION. 

578. On appelle équations linéaires les équations dîf- 
férenlielles dans lesquelles la fonction cherchée et ses 
dérivées n'entrent qu'au prei?iier degré, et ne sont pas 
multipliées entre elles. 

Leur forme générale est 

P, Q, . . . , T, U, V désignant des fonctions de x. 



PROPRIÉTÉS DES ÊQUATtOKS LINÉAIRES PRIVÉES 
DE SECOND MEMBRE. 

S79. Nous considérerons d'abord Téquation privée de 
second membre 

t'n\^"*y ^^""^y ^<^"'~^y ^^x 

(n) -r^ -4- P -^ -t- 4- . . . -h T — + U r = o. 

Si des fonctions particulières Jx^Jt i-'-» fn satisfont à 
cette équation, la somme de ces fonctions, et même la 
somme des produits de ces fonctions par des constantes 
quelconques Cj, c,, . . .^ c„^y satisfera également. 
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108 coums d'abaltsk. 

En effet, sî Ton pose 



en aura 



dy djTx dYj ^ ^ dy„ 

d-r iLr dx d.r 

■^ -^' "5?" "^""'"S^ "^- • •"^^" ^^ 



-d^ = '^-d^-^'^li^^'-^^''^d^^ 

La subsiîtution de ces valeurs dans l'équation (II) lui 
fait prendre la forme 

l^i^Xx ^ d'-'y\ ^ dfx ,, \ 

\ajr db:^' djc -^^ j 

\djcr'* tlif'-' dr "^ / 

Or, chacune des parenlhèses étant nulle par hypothèse, 
réquation se trouvera satisfaite. Cette propriété n'appar- 
tient qu'à l'équation privée de second membre. 

580. II suit de là que si Von connaît m solutions par^ 
fictilières de V équation (II), on aura r intégrale géné- 
rale en posant 

pourvu que Von puisse déterminer les constantes de ma- 

dy d'"~* Y 
nière à donner à r, -r- v» — des valeurs arbitraires 

^ ' dx djcT"-' 

pour une valeur quelconque de x {y^ 552). 

Ces conditions ne pourraient pas êire remplies s il 
existait une relation linéaire entre quelques-unes des 
fonctionsj^t» J^«î« • • jj^m» Par exemple» si l'on avait 

y^ = ay,'^hy^y 
on aurait 

r = (^1 -^ f^c%)rx + {ct + hc^)y^ -f. ^4^4 4-, . . + c^y^. 
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Cl cette expression, ne renfermant que m — i constantes 
arbitraires, puisque Cj -j- ac^ et c, -i- bc^ ne doivent comp- 
ter que pour deux constantes, ne peut pas être Tintégrale 
générale de l'équation (II). 

581 . L^équation linéaire étant homogène par rapport 
à j^ et à ses dérivées, on peut en abaisser Tordre d'une 
unité, en posant y = e^"**' (575) ; maïs elle cesse d'être 
linéaire. Elle prend alors la forme 

(M) -T-^ + . . . + (tt"-h P«'"- -h Qw—' -I-. . . + U) =r O. 

Cette équation est plus compliquée que la proposée, 
mais elle fait découvrir plus facilement certaines înté* 
grales particulières. Ainsi, quand une valeur u = r, indé- 
pendante de x^ annule le polynôme 

(i) «•"+Pa"-' + Qa'"-* + ... + U =/(«), 

réquation (III) est satisfaite par u = r, car les dérivées 

du d^ u d'^^ii ,, / 1»^ 

—j ^-^? • • • j _^ sont nulles : par conséquent 1 équa- 
tion (II) est satisfaite par j^ = ceS"^' = ce**'. 

ÉQUATIONS LINÉAIRES A COEFFICIENTS CONSTANTS. 

582. Dans le cas où P, Q,..., T, U sont des constantes, 
l'équation y*( m) == o n'admet que des racines constantes 
Tt, r,,..., r,„. En les supposant toutes différentes, on 
aura m solutions particulières e*"»', e**»', . . ., e**!»', et l'in- 
tégrale générale sera 

Pour le démontrer il suffit de faire voir qu'on peut 
déterminer les constantes Cj, Cj,. . ., c„^ de manière que, 
pour une certaine valeur de x, par exemple jc := o, la 
fonction j et ses m — i premières dérivées aient des va- 
leurs arbitraires i, i',. . ., i^"~*^ En effet, de léqua* 
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lion (2) on lire 

(3) ~- =r C, Ti ^«* -f. c, rai?^«* -h . . . -f- C;„ To, e'm', 



et, par conséquent, en faisant a: = o dans les équations, 
(2), (3), (4),. . .5 on aura 

^1 4- ^î "h Ca -f- . . . + c« = ô, 



Multiplions ces équations respectivemenlparA,/:',À ",.••» 
}^{m-~f) et I, et ajoutons-les : en posant 

A- -+■ A' r -f- A-"r2 + . . . + Ac»-») /-^-^ -h /"-• = y (r), 

on aura 

fiç(/-|)H-^2<p(rO -1-.. .H-c„ç(r;„) 

= xzî 4- A'^' -f- r ô'' + . . . -f- ^(—0. 

On éliminera c,, Cj, . . . , c„, en prenant pour y (r) une 
fonction telle, que ç(r,), ^(rs),. . ., cp (r„ ), soient nulles, 
mais que <p(ri) soit difierente de zéro. Ces conditions 
seront remplies si Ton pose 

^{r) = {r — r,} {r — r,). , .{r — r„)z= j-^^, 

d'où 

et 

^(«-0 -f. . . . + x'' b'' H- A' ^' -f- Ab 

On aurait de même Cj, Ca, . . . , c,,.. Toutes ces cocstanies 
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ont des valeurs finies et déterminées, puisque /' (7*1), 
/'(r,),. . .,/'(/',„) ne sont pas nulles (*). 

Si l'on donne les valeurs i, i',. . ., &'"""% dejr et de ses 
dérivées pour jî=: a, on remplacera, dans l'équation (2)^ 
X par [x — a) sans changer les constantes, car l'inté- 
grale (2) peut évidemment s'écrire 

En prenant ensuite les dérivées et faisant x = a^ on re- 
trouvera les mêmes équations (C) pour déterminer Ci, 



Exemple. 



On a 

d'où 
et 






r'— «'==0, 



X = ei e"' -f' Cj c-'*. 



CAS DES HACINES IMAGINAIRES INÉGALES. 

583. Lorsque l'équation 

a des racines imaginaires, la formule 

jr= c,c'"«'-4- Cjé?'*"' -4-. . . -hCn^e"'»' 

représente encore l'intégrale générale, mais elle renferme 
des imaginaires. Pour mettre l'intégrale sous une forme 
réelle, observons que les racines imaginaires doivent être 



(*) On pourrait aussi démontrer ce résultat en observant que le déno- 
minateur commun des valeurs des inconnues c^,c^f c^,. . .fCm, dans les 
équations (G), est égal au produit de toutes les différences des quan- 
tités r,, r,, r, , . . . , prises deux à deux, produit qui n'est pas nul, puisque 
aucune de ces différences n^est nulle. 
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coiijugées deux à deux si P, Q, . . . , T, U sont des quan- 
tités réelles. Soient donc 

on aura 

= ^**'[(^i -I- c,)cos6a: + V^~(r, — r,)sin6a:], 
OU bien 

c,<?^»' -+- c,^'*«* = (Acosêar -4- Bsin6x)e«'', 

en posant A = Cj -H c„ B = (ci — c,) y/ — i : A et B dé- 
signent des constantes arbitraires que Ton peut toujours 
supposer réelles. 

On peut encore écrire la somme des termes qui cor- 
respondent à deux racines conjuguées sous cette forme 

ctf*'sin(6a:-4-c'). 

584. Exemples* 

rz=±n sj — I, 
yzzzcx tf"*/-" -h Ci e-"*/-» = AC0S/7X 4- Bsîn/zj:. 
d'y dy ^ 

L'équation en r est 

r* — r — 6 = o : 
on en tire 

r, = 2, r,= — H-v^2 v^— I, ^3 = — 1— v'a v'— I, 

et par suite, 

y = ctf" -+- <r-* [ Acos {x ^/â j -|- Bsin [x V^)] . 

CAS DES RACINES ÉGALES. MÉTHODE DE D^ALEMBEftT. 

585. Lorsque Téquation 
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a des racines égales, les termes correspondants à ces ra- 
cines dans la formule 

(^) 7 = c, e**»' -h Ci <y'«' H- . . . -f-c„ e^»^' 

se confondent en un seul, et on n'a plus Tintégrale géné- 
rale» puisque le nombre des constantes arbitraires est in- 
férieur à m. On peut cependant déduire de cette même 
formule rinlégrale générale en considérant d'abord les 
racines comme ayant une différence qu'on rend nulle 
après avoir fait subir à l'expression une transformation 
convenable. 

Pour faire comprendre ce procédé par un exemple irès- 

/r/.r 
— = \x 

afdx = — -- — h C, qui devient illusoire 
quand m = — i . Posons m = — i -I- A -, nous aurons 



f-: 






Mais 

«*= I + /uxH (Ij 

1.2 ^ 

donc 



/: 



^"^ ^ ï 1 '' /i %- /'* ,1 ». 



el, en représentant C H- t par c, 



/: 



d^ 1 ^ /i X, /'' /i V, 

J?'-* 1.2^ ' 1.2..^^ ' 



Donc, si Ton fait A = o, on aura 



f 



= la: + c. 

X 



586. Revenons maintenant aux équations linéaires, et 
supposons ri = ri. On peut altérer infiniment peu les 
coefficients de l'équation (II), n^ 579, -^e manière que 
Stcbm.— -.^/î., II. 8 



i 
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l'équation (i) f(u) = o n'ait plus de racines égales. Alors 

on a Tj = rj 4- A, et 

j = C, ^» * -+- C, e^» '+''* 4- ^3 tf'-"' -H . . . -h c^ ^/"*, 
ou 

^ = (C, 4- C,e**) c'»' 4- ^3^'' +. . .4- r„^'«' 



1 



(C. 4- Ca 4- Ci^or 4- C, — J;» 4- . . . ] 



= e"^' f C, 4- Ca 4- C, i^ar 4- C, 

4-C3e^«*4-. . .4-c«^'«'; 

OU bien, en posant 

C, 4-C, = c, C2/i = c', 
on aura 

c 4- c'a: 4- c'a -^ h (/ h^ = 4-. . . 1 

1.2 1.2.3 / 

4-C3C'-"'4-...4-r«c'-«'; 

celte valeur de y satisfait à Téquation différentielle quel 
que soit h. Donc, en faisant h = Oy on aura 

(3) jr=^»*(c + ^J:)4-C3C'>'4-...4-r«c'«', 

expression qui renferme m constantes arbitraires dis- 
tinctes quand /'i, r^, r4,. . ., r,„ sont des racines diffé- 
rentes. 

Quand trois racines sont égales, on suppose d'abord 
l'équation modiflée de manière que deux racines seule- 
ment soient égales, ce qui donne à l'intégrale la forme 

jr = c»' (C 4- Cx) 4- C3 e'»'-h C4 c'*' 4- . . . 4- C« e^'n*. 

Puis, supposant r^ = ri 4- A, on aura 

j^=r^''"rC4-C3 4-(C'4-C3A)ar4-^^»4--^^a:*4-...l 

4- Ci e''**4-. . . 4- c^»!?*"»'', 
ou, en posant C 4- C, = c, C'4- C» A = c', — == c", 

^ = c'i * f c 4- c' X 4- c" a:* 4- ^ ^' 4- . . . j 4- C4 c'* * 4- . . . ; 

équation qui devient, pour A = o, 

(4) jr = ^.*(c4-c';tr4-c"a:') 4-c,tf'**4-.. .4-c«c"^'. 
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On trouverait, de la même manière, que si la racine 7\ 
était quadruple, il faudrait remplacer les termes qui s'j 
rapportent par 

expression qui renferme quatre constantes arbitraires. 

DEUXIÈME MÉTHODE. 

587. Lemme. u et i^ étant des fonctions de a:, si Ton 
cherche les différentielles successives de iii^, on arrive par 
induction à la formule 

1,1 
OU à la formule symbolique 

en remplaçant dans le développement du second membre 
les exposants des puissances par des indices de différen- 
lialion, et en admettant que d^u = u. 

Pour faire voir que cette formule est générale, il suflSt 
démontrer que, si elle est vraie pour l'indice w, elle est 
encore vraie pour l'indice n -I- 1 . En effet, soit A d^u d'^^P m 
un terme quelconque du développement de /i"Mf^. On 
aura 

d"mz=zy k àPud'-P V, 

De là on tire 

rf»-»-« m = V ( k dP^'u d^^-P i>-{-k dPu d^-P-^^ p), 

OU, sous une forme symbolique, 

d^'uoz=\ kduPdi^P{du 4- dy)=:[du -|- dv)y kduPdi^-P. 

Mais, par hypothèse, 

y k duPdp'^P = ( //a 4- dç)(^> ; 

8. 
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on aura donc 

£?"+• Ui^=(du-h dç){du -4- dvp^ = {du + é/aJC^+O, 

ce qu^il fallait démontrer. On démontrerait de la même 
manière la formule plus générale 

d"{uv., .z)= (du -h dç -h , , .-^ dz^). 

588. Autrement. Le coefficient k dans Téquation 

(i) d^uv^S kdPud^v 

est un nombre indépendant de la nature des fondions u 
et {^. Soit alors li = e*', ^^ = e*', on aura 

et, en observant que p -\- (j =.n, Téquation (i) deviendra 

{a -+- b)''djc^z=\ AaPb9djcP+9', 
ou, puisque p -f- ^ = n, 

Ainsi, les coefficients de é/"!/»^ ne sont autre chose que les 
coefficients de la n*^'"' puissance d'un binôme. 

589. Revenons à Féqualion 

Remplaçons j^ par «p». L'équation, ordonnée par rapport 
à la fonction u et à ses dérivées, deviendra 

fd'"v rf^-'p d"'-^^ ^dv ,_ \ 

\dx"* dj:"'-' ^ dx'^-^ dx ) 

I r d'^-'v , , ^ d"'-^v ^'\du 

1 L dx""-^ ^ ûtr"*-2 J dj. 

r d"'"^v d"'-'^tf „1<^'* 

[W(/W— l)(/W-2)...^.I.p]-^'=0, 



[ , 2 . . . //i 
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OU bien 

, , ^, „ du Vs d'u V« d'"ii 

^^ ' ^ ' dx^ 1,1 dx^ ^ 1.2.3. ..iWrf^" ' 

CD posant 

dx"" daf^^ ^ dx""-^ dx 

^-C"-' ^ ' dx"'-^ ^ '^ dx" 

__+(;„_,)(«- a) P — 



V,=:/ii- h (/n — i)p- f- (w — 2 Q- --{-...-hTr, 

V,=: ;«(«- I) ^_ +(;;i -,)(,;,- 2) P—^+... + I.2.Sp, 



Le développement (2) est analogue à celui d^une fonc- 
tion de X dans laquelle on remplace x par j: -i- A ; car on 
voit que les polynômes Vq, Vj, Vs, . . .*, V« se déduisent 

du polynôme 

p« + Pp— 1 4. . . . _l_ Ti; -f- U 

et de ses dérivées, en remplaçant >*"•, i''""*, . . . , f^, i^^ par ; 

dI^'Z^'''"^di'^' ) 

S90. Maintenant, si Ton pose u = e"^ et que Ton 
supprime le facteur commun e**', l'équation (2) prendra ;^ 

la forme * 

(3) /(r> +/'(r) _ -nrir) -+...+_ =0. .^ 

/(r) désignant, comme plus haut, le polynôme J;; 

,.«_4_P;-»-»-l_Q,.m-2^_^ . . + Tr+ U. •! 

De là résultent les conséquences suivantes : !j 

1° Si ri est racine simple de Téqualion ^ 

Ar) = o, 

on satisfera à l'équation (3) en faisant J 

Cl désignant une constante ; d'où j^ = Ci e*"''. ik 

Donc, si toutes les racines sont inégales, on aura m lu- 0| 



•:t 
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\[ tégrales particulières contenant chacune une constante 

^; arbitraire, et dont la somme formera l'intégrale générale. 

2^ Si Tt est une racine double, /(ri), /'(Ti) seront 
nulles, et l'on satisfera à l'équation (3) en posant 

d'où 

u=z c -^t/ X, j = «?'■»'(<: H- c'x). 

3® Si ri est racine triple, /(rj ),/'(/',), /''(r^) seront 
nulles, et l'on satisfera à l'équation en faisant 

d'où 

u = c -{- c' X -f- c"x% 

j — c*"' '(<?-!- c'a: -f- c'^j?'), 
et ainsi de suite. 

[ TROISIÈME MÉTHODE. 

\:' 591. En substituant e'"' à^ dans le premier membre 

F de l'équation 



on a identiquement 



Différentiant par rapport à r, on aura 






puis, 

Id'"C'.r? d'"-^e''x^ 

— — — -f- P — T—-— 4-. . . + Ue'-'^ 
= i^'[r{r)-^2xf{r)^x^/[r)], 
et ainsi de suite. 
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L'ëquatîon (i) montre que Ton satisfera à Téquation 
différentielle (II) en posant j^ = c''»', j\ étant une des 
racines de l'équation /(r) = o. 

Si Tj est racine double, on a /'[r^] = o, et la rela- 
tion (2) montre que l'on peut prendre j^ =:= e^i' jc, ce qui 
avec e'»' fait deux solutions. 

Si Ti est racine triple, outre les deux solutions dis- 
tinctes déjà obtenues, on déduira de l'équation (3) la so- 
lution j^ = e'*»-^j:*, et ainsi de suite. 

Donc, à chaque racine multiple correspondra un nombre 
de solutions égal à son degré de multiplicité. En multi- 
pliant toutes ces solutions par des constantes, et les ajou- 
tant, on aura l'intégrale générale. 

EXERCICES. 

Solution : 
/=C^-l-CiCOS— .r + C,sin — ar+CgCOS — arH-C^sin — ^-h.... 

Solution : r = C -f- C.or 4- C^ x=4-. • .+ C,,.. af"'. 
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QUARANTE-SEPTIÈME LEÇON. 

INTÉGRATION DE L'ÉQUATION LINÉAIRE COMPLÈTE. 

Réduction de Téquation complète h Véquation privée de second membre, 

— Cas où les coefficients du premier membre sont constants. — Abais- 
sement de l'équation linéaire quand on connaît un certain nombre 
dïntcgrales de Féquation privée de second membre. — Autre méthode. 

— Équations linéaires que l'on sait intégrer. — Propriétés de l'équa- 
tion du second ordre. 

RÉDUCTION DE l'ÉQUATIOW COMPLÈTE A l' ÉQUATION PRIVÉE 
DE SECOND MEMBRE. 

592. Soît 

Posons 
(i) ^~\ ^'^"' 

z étant une fonction de x et de a tellement choisie, que 

dz d^ z d'"~'^ z 

^' di' '^' ' " ' lû^^ ^^^^"^ ^""'*^ P^"^ a == X, et que 
Ton ait pour cette même valeur 

Ces conditions étant remplies, on aura 

^•^""Jo ^-^ 

Zjp désignant la valeur que prend z lorsque a = x\ mais, 
par hypothèse, cette substitution annule z\ donc 

on aura ensuite 

d'r r^d'z , fdz\ 
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, idz\ 
mais 

se réduit à 



f— j =o; par conséquent réquatîon précédente 
luit à 



on trouve de la même manière : 

|T^=X '^'''■■■' ^^=Jo ^==^ "' 

• (4) { 

En substituant ces valeurs dans l'équation proposée (I), 
on a 

et il suffit, pour que Téqualion soit satisfaite, que Ton ail 

Si, outre les conditions citées plus haut, z remplit cette 
nouvelle condition, j^ = / zda sera une intégrale par- 
ticulière; en la désignant par «, et posant j^ = a -h i', 
Téquaiion (I) deviendra 

td"'u ^d'"-^u ^^ ^,1 d'"f^ 

Or, la première partie du premier membre de cette équa- 
tion est nulle par hypothèse; donc l'équation se réduit à 

(II) -73;- -t- P -7 -f- . . . H- T — H- Up = 0. 

Et si l'on peut intégrer généralement celte dernière équa- 
tion, u-\-vf sera l'intégrale de l'équation proposée (I). 
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12a COUES D ANALYSE. 

CAS OU LES COEFFICIENTS DE l'ÉQUATIOW (II) SOKT . 
CONSTANTS. 

393. Quand on connaîtra l'intégrale générale de T équa- 
tion (II), en y remplaçant x par x — a, on pourra pro- 
fiter derindétermî nation des constantes arbitraires qu'elle 
renferme pour remplir les conditions indiquées plus haut. 
C'est ce qui arrive lorsque les coefficients P, Q,,.-? T, U 
sont constants. 

En effet, /'i, r,, r,,..., r,„ étant les racines del'équalion 

( I ) /( r) rn /^ H- P/-— • + . . . -f- T r -f- U = G, 

on pourra écrire 

z z= C. e''i(*-«) -f- C,^''«(*~«^ H- . . . -f- Ce'-'«(^-«), 
et pour satisfaire aux conditions dont il s'agit, on posera: 

C, H-C2H-... + C„=o, 

Cl /-,+ Ca /-,+... 4- C„ r^ = o, 

C,rî-f-C,rî H-...H-C«r;« = o, 



C, /•;«-» >f- C, rf-- + . . . -H C„ r^-^ = O, 
C, r^-- -\~ C, rj"-' -f- . . . -f- Cn^r^r" = F («)• 
En opérant comme au n° §82, on trouvera 

_ F(a] F(«) _ F (g) 

tij -77; -5 t.2 -777 T-î'"! tifli -777 -1 

et, par conséquent, 

On aura donc / zda^ ou 

/ [" c'-.('-«) F (a) _, /*' e'-.C*-") F fa) ^ 
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Mais on n'a ainsi qu'une valeur particulière à laquelle 
il faut ajouter l'intégrale de Tëquation 

d^'v ^ d-^-^v _ dp 

laquelle est 

P = c, c"' -I- ce'»' + . . . H- c^cr„', 

c,, Cl, . . . , c,„ désignant des constantes arbitraires. Ajou- 
tons cette valeur au second membre de l'équation (2) et 
observons que 



+ c,c"* 



peut s écrire 

e' 



.' [c. /'(n ) + f e-^'» F («) dal • 
on, en remplaçant Cj/'(r,) par fj, 

•"■i* K, H- / c-'«''F{«)rfa 

Tv:) 



il en résultera 



(3) 



Ainsi, dans le cas des coefficients constants, Tintégrale 
de l'équation (I) s'obtient par des quadratures. 
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CAS OU l'on CONNAIT UN CERTAIN NOMBRE d'iNTÉGRALES 
DE l'équation privée DU SECOND MEMBRE. 

594. Si Ton connaît m intégrales particulières ji, 

y^,,..., j«, deTéqualion 

on aura 

^ = c, ri H- c,r, H- . . . -f- c«.7;„, 

C|, Ct, . . . , Cm étant des constantes arbitraires. Or, on 
peut supposer que cette valeur de j^ satisfasse à Téquation 

en regardant C|, C, , • . . , C^, non plus comme des con- 
stantes, mais comme des fonctions inconnues de x, qui 
n'ayant à remplir qu'une seule condition, savoir que la 
valeur de y satisfasse à l'équation (I), peuvent être liées 
entre elles par m — i relations tout à fait arbitraires. On 
choisit ces relations de manière que la détermination des 
fonctions CijCs, . . . , C« n'exige que de simples qua- 
dratures. 
On a 





dx dx dx dx 




dC, , dC . dC„ 
-^^^dx-^^^dx^-'-^y" dx 


Posons 




(0 


dCi dCi , dCm 
^'dx-^^'dx-^'--^^-'dx='' 


Alors, 


on aura simplement 




dx dx dx dx 
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QUARANTE-SEPTIÈME LEÇON. 125 

et celte expression de — est la même que dans le cas où 

C, , Ct , . . . y Cm sont des constantes. 
On aura de même 

en posant 

dy, dC^ ^ dy, dC^ ^ ^ df„ dCm _^ 
^ ' {Le dx dx dx dx dx 

puis 

en posant 

(^\ ^^^^^4- d\XmdC^^ 

/ ' dx' dx dx^ dx " dx* dx ^ 

On continuera ainsi à former les dérivées de j^ jusqu'à 

^ inclusivement, en égalant toujours à zéro la somme 

des termes qui renferment les différentielles de Cj,Cs,.^*> 
Cm* Enfin, on aura 

d^ Y ^ d"* Ti ^ d"*Yt ^ d'"Ym 

dx"' da^ dx* dx"" 

d'-'Xi dC, d'^^y. dC, d'-^Xm dC„ 

daf'*-^ dx djf^^ dx * * ' "^ é/j:"»-» dx ' 

dY d^ Y 

En substituant ces valeurs de jr, — ? • • • » -j-;;^^ Téqua- 

lîon (I) devient 



^"-'r. £C, _^ d'-'Xr dC, ^ ^ d'"-\Yn, ^ _ y 

i/x*"»— « fte dx^~* dx ' ' ' dx""^ dx 
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126 COURS d'analyse. 

Or, }es polynômes qui multiplient CjjCsv^ d* sont nuls 
par hypothèse : l'équation précédente se réduit donc a 

''^^ dlr"-' dx djc"*-' dx ' djL"*-' dx 

Un a ainsi , pour déterminer -— > --— ? • • • > — — ? les m 
. * dx dx dx 

équations (i), (a). . . . , (m). Supposons que leur résolu- 
tion donn^ 

dQ*\ dÇ^ ^Cw Y 

il en résultera 

C, = c, + fXt dx, C, = c, + Tx, rfx, . . . , 
et, par suite, 

r= (^1+ /x.r/arW.^-h (fj-h /Xj^arW, H 

S95. Si P, Q, . . ., T, U sont des constantes, on peut 
prendre ji = e'"", jj = e'*»',..., j^ = e^-'; r,, r,,..., r«, 
étant les racines de Téquation 

/(r) = r"» -f- P/--»-» H- Qr»-» -|- . . . 4- Tr -+- U = o, ' 

Dès lors les équations (i), (a),. . . . [m] deviennept 

or «a: dx 

dCi dCi dCm 



dx ' dx^ ^"^ dx 

Par la méthode d'élimination déjà employée (582, 593}, 
on aura 

dC, V 



dx " f\r,y 
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d'où 



-/' 



Vc-'"'rf.r 



On aurait de même Cj, C3, . . . , C^, et, par suite, 

ce qui est, au fond, la formule (3) du n° o93. 

596. Exemple : 

Ici m = 2, Ti = w, r, == — n. L'intégrale générale sera 
donc 

Y = e"* ( c, -\- — ive'-'*'d.r\ -+- er"' (c, î- / V^^'^-r j . 

597. Si l'on connaît seulement m — i intégrales par- 
ticulières de l'équation (II) (n° 594), il sera possible de 
ramener l'intégration de l'équation (I) à celle d'une 
équation linéaire et du premier ordre. 

En effet, supposons, pour simplifier, que l'on ait à 
intégrer l'équation de quatrième ordre 

et que l'on connaisse trois intégrales ji,j't,j^8 de l'équa- 
tion privée du second membre 

On représentera encore l'intégrale générale de l'équa- 
tion (I) par 

Cl, Cj, Cs étant trois fonctions de x qui, n'ayant à rem- 
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plir qu'une condition, peuvent être assujetties à yërifier 

deux relations arbitraires. 

Si nous prenons ces relations de telle sorte que les 

expressions de — et de -r^ soient les mêmes que si C|, 

Ct et Cs étaient des constantes, nous aurons 



-7- = C, -j- H- Ca -r- + ta -7- j 
cijc ax ax cLx 

d^y ^ d\r, d^x, d'jr^ 

tiH-^C^^ -^^^^-u ^±Il±^\^ 
dx* ~^ ' dx* dx dx^ dx^ dx» 

En substituant ces valeurs dans l'équation (I), et sup- 
primant les termes qui se détruisent par hypothèse, nous 
aurons 

et il faudra joindre à cette équation les deux suivantes : 
dCi dCi dCi 

^ d.v dx dx dx dx dx 

De ces deux équations, on tirera pour —' et — ' des 
valeurs de la forme 

dCj dCy^ dC^ ^Ci 

dx ^ dx dx ^ dx 

En les substituant à -j^t —r^ dans l'équation (i), on ob- 
tiendra, en posaixt — ' = z, une équation linéaire de U 
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forme 

dz 

on aura de plus 

C, = r, -f- / zdjc, 

C, = Cj + / XiZftx, C3 = Ta 4- I X3 zdx. 

La valeur de z contenant déjà une constante arbitraire, 
la valeur de y ou Ciji -+• C^j-^ -+• C^y^ en contiendra 
quatre. Ce sera donc l'intégrale générale. 

598. Si Ton ne connaissait que m — 2 intégrales par- 
ticulières de Téquation (II) (594), on serait ramené à 
Tintégration d'une équation linéaire du second ordre. 
En effet, soient y^ et y^ les intégrales connues de 
l'équation (II) (597) supposée du quatrième ordre, et 
représentons par 

l'intégrale cherchée ; comme on ne peut établir entre Ci 

et Cj qu'une seule relation arbitraire, exprimons que --f- 

a la même forme que si C] et Cg étaient des constantes. 

Les fonctions Ci et C^ seront déterminées parles équa- 
tions 

dCt , dCi 

G, H, ... , étant des fonctions de x. De la première on 

déduira -7-^ = Xj -7-' > et substituant dans la seconde, on 
dx dx ^' 

aura une équation où Ci n'entrera que par ses dérivées 

rfC, rf'C, d'C^ ., dC, , . 

•^i -jjT-j -j^' Alors, en posant — = z, cette équation 

prendra la forme 

d^z dz 



d^'^Pdi-^'^' = ''* 



Sturm.— .^/i., IL 
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Cette dernière équation étant intégrée, on aura 



C, =: c, H- I z 



et ensuite 



Comme z renferme deux constantes arbitraires, on voit 
bien que Cjj^i -r Cj ja en contiendra quatre. 

599. En général, si l'on connaît n intégrales dis- 
tinctes de r équation linéaire pris^ée de second membre^ 
on pourra ramener Véquation complète à une équation 
linéaire du [m — w )**'"'' ordre. 

La démonstration de ce théorème général est suffisam- 
ment indiquée par ce qui précède : c'est pourquoi nous 
nous bornerons à examiner le cas particulier où l'on ne 
connaît qu'une seule intégrale ^i de Téquation (II). Nous 
poserons alors 

et, en exprimant que cette valeur de y est une solution 
de l'équation (I), nous aurons 

les nouveaux coeSicients Pj,. . ., Tj se formant comme 
on l'a dit n^ 589. En posant 

dC, 
■^=="> 

l'équation (i) se réduit à 

, , c?"-'// ^ d'"-^ri ^ 

équation différentielle de l'ordre m — i. Ainsi, Tordre de 
l'équation proposée sera abaissé d'une unité. L'équa- 
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tion (2 j étant intégrée, on aura 

et, par suite, 

y^ay, H- 7, / udx, 

La valeur de u contenant (m — i) constantes arbitraires, 
celle de/ en contiendra rn\ ce sera donc Fintégrale gé- 
nérale. 

AUTRE MÉTHODE. 

600. Le cas particulier que nous venons d'examiner 
permet de démontrer le théorème général énoncé plus 
haut (599), et fournit une autre méthode pour abaisser 
Tordre d'une équation linéaire. En effet, appliquons le 
même procédé à l'équation 

Soit 1/1 une solution particulière de l'équation 

En faisant 

tft 

dx 

z dépendra d'une équation linéaire de l'ordre m — a, 

et Ton aura 

et, par suite, 

y=zay,-i- by^ j w, dœ +71 / «, ctc / zdx, 

^ 9* 
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ou 

en faisant 

La fonction désignée ici par j^, satisfait à Téquation 
(3) S + P^^>...+ U. = «, 

car si Ton suppose V nulle, on peut prendre z = o, et 
par conséquent Ç = o, ce qui réduit y à aji -H ^t> ex- 
pression dont j'j est une valeur particulière. 

Réciproquement ^on trouvera une fonction telle que Wi, 
si Ton connaît une fonction j^,, différente dej^i, qui satis- 
fasse à l'équation (3). Il suffira, en effet, de prendre 



dx 



dL 



puisque u = -j-^ se change en u^ si V = o, et qu'alors 

y^ est une valeur particulière de j*. 

L'équation en z étant de l'ordre m — a, on cherchera 
une valeur Z] qui satisfasse à l'équation 

(4) -; HPj -7 r -4-. ..-f-StS^o, 

et l'on aura 



■■/' 



en faisan^t f === — r-î- ? d'où 



j^s étant encore une solution particulière de l'équation (3), 
et ainsi de suite. 
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On pourra donc abaisser rordre de Téquatîon (I) 
(594) d'autant d^unîtés qu'on connaîtra de solutions par- 
ticulières de Téquatiou (3), et l'intégrale générale de 
l'équation (I) sera de la forme 

i étant une solution quelconque de l'équation (I). 

L'équation linéaire n'admet pas de solution singulière, 
paîsque la solution quelconques^ = X se déduit de rimé- 
grale générale en faisant nulles les constantes a, &,... /. 

DE QUELQUES CAS OU l'oW PEUT INTÉGRER l'ÉQUATION 
LINÉAIRE A SECOND MEMBRE. 

601 Si dans l'équation 

V 
P, Q,.,., U, V sont des constantes, on fera 2^ = — - -h z, 

et on aura 

d'^z ^d'^-^z ^dz 

-jiz'^^znn'^'"-^ T — 4-u« = o, 

éhf* dx^"^ dx 

équation que Ton sait intégrer. 

602. Les coefficients du premier membre de Téqua- 
tîoii (1) étant supposés constants, si V est une fonction 
entière de x^ 

A x" -f- Bx«-» -f- . . . + G« -H H , 
on posera 

et l'on déterminera a^b^.,.^ g^h^ en exprimant que cette 
valeur satisfait à l'équation proposée, ce qui formera au- 
tant d'équations qu'il y a d'inconnues. Une première in- 
tégrale étant ainsi obtenue, on posera j =: a -f- 1', et f^ ne 
dépendra que d'une équation linéaire à coefficients con- 
stants, et privée de second membre. 
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603. Sî 

V = A cosnx -f- B sin nx , 

A et 6 étant des constantes, ainsi que les coefficients du 
premier membre de l'équation (i), on fera 

yz= a cosriJT -+■ b sin nx , 

ce qui réduit l'équation (i) à 

(^G + bU) cosnx -h (/iK+ ^L) sin/?.r = \cosnx + Bsin/ix, 

G, H, K, L étant des fondions de n et des coefficients de 

Téquation. Pour que Téquation soit satisfaite, il faudra 

qu'on ait 

rïG-f- ^11 = A, aK-f-ôL = B, 

ce qui détermine a ci fc, à moins que GL — HK ne soit 
nul. L'intégrale générale sera 

jr = a cosnx -h b sin nx -\- z y 

z étant rintégrale générale de Téquation 

d'^z ' ^ d'^'^z „ dz 

604. La métliode précédente est en défaut lorsque 
GL — HK= o. Dans ce cas, l'intégrale doit avoir une 
autre forme qu'on trouve par un artifice de calcul dont 
voici un ei^emple. Soit Téquation 

(l) _.^-^=C0S^, 

on ne peut y satisfaire en posant 

jr = a cosj: -f- b sinjr, 
car on trouverait 

— a cos j: — b sîno? + a cosj? -4- ^ sînx = cos^, 

ou 

o = cosar, 

équation qu'il est impossible de rendre identique. 
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. Mais si l'on prend Téquation plus générale 

(2) l-r = cos/zx, 

en posant j =z a cosnx H- b sin/za:, on a 

a[i — n^) cosnx -{- b{i — n^) sinna: z= cosna:^ 
d'où 

a=: -, ^ = 0, 

1 — /I-* 
ce qui donne la solution particulière 

cosnx 

D'ailleurs, l'intégrale générale de Téquation 

est (584) 

^ = C cosjrr -t- C sin.r ; 

la valeur générale de j^ sera donc 

co%nx ^ ,,, . 

Y =2 1- C cosa: 4- C sino:. 

I — /i* 

Celte valeur deviendrait illusoire si l'on faisait n=^i'^ 

mais on peut écrire, en posant C = C j? 

cosnx — cos.r _^ -, . 



Faisant n = i, le premier terme prend la forme -? 

mais sa vraie valeur est ; donc l'intégrale générale 

de l'équation (i) est 

jîsinj: ^, . ^„ 

Y z= h c sin.r + C" cosa:. 

605. On obtient encore la valeur de^ en remplaçant n 
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par I — h, et posant ensuite A = o, après avoir fait su* 

bîr à rintégrale une transformation convenable. On a 

d'abord 

cos(x — hx) ^ _ . 

X = —r-. rr--^ Ccos^-t-C'sma?, 

n(2 — fi) 

ou bien 

[^ cos/tx 1 r^, sin^r l . 

En développant en séries cosAj: et sinhx^ il vient 



sinor; 



ou bien , en posant C" = C 



h {2^ h) 



COSiT 



+ C' -f- Z——L -r 277T— -IT "+-• • • Ui"^- 



2 — A • 6(2 — A) 



Si maintenant on fait /i = o, on retrouve encore 
j = h C sma: 4- C cosa:. 

606. L'équation 

g:^p^+...^ur=v 

le ramène au cas précédent (603) quand on a 

V= Acos/îa? 4- Bsinnjc -+■ A'cos/î'x -f-B' sin/i'x -f-. .^ . 
En posant j^ = u + i/' + « • • > il suffit de satisfaire sépa* 
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rément ann équations 

-— - + P-- -4-. . . 4- Ua'= A'cos/i'o: -h B'sin/î'x. 



607. On ne saîl que très-rarement intégrer une équa- 
tion linéaire à coefficients variables. Voici un exemple où 
l'intégration peut s'achever. 

Soit Féquation 

(ûx + ô V» — ^ H- P («x ^- ^)"*-' -—-V 4- • • • 

-f- T(ajî -i- ^) ^ -i- Uj = o, 

P, Q,. . . , T, U étant des constantes. 

Posons j^= (ûX4- hY\ substituons cette valeur dans 
l'équation (i), et supprimons le facteur [ax 4- h^ com- 
mun à tous les termes f nous aurons 

1 r(r — i) (r — 2) . . . {/• -- m -h i) «- 
^^^ I -f- P7-(r — i). . .(r— w + 2)«"^'4-. . .4-U = o. 

Cette équation, étant du degré /n, donnera, en général, 
m valeurs constantes et inégales pour r; en les désignant 
parr,,r,,...,/'„„ les expressions {ax-^-hy^^ (ax 4- &)'"*,..., 
(ax4- i)'''" seront des solutions particulières de l'équa- 
tion (i), d'où l'on déduira l'intégrale générale 

7 = C, {ax 4-^)'"« 4- C, {ax -h hy* + . . . + C;„ («a: 4. ^)r„,. 

Toutefois, la forme de cette intégrale serait modifiée si 
quelques-unes des racines étaient égales ou imaginaires. 
11 faudrait alors se servir de procédés analogues à ceux 
que Ton a employés aux n°» 604 et 605. 

Au reste, on ramènerait l'équation (1) à une équation 
lÎDéaîre à coefficients constants en posant ûj: 4- i = c*. 
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PROPRIÉTÉS DE l'ÉQUATION DU SECOND ORDRE. 

608. Quand on connaît une intégrale particulière jj 
de Téquation 

(■) g+.g^o, = „, 

les procédés des n®* 597 à 600 permettent de l'abaisser au 
premier ordre, et, par suite, de l'intégrer complètement. 

On peut encore opérer de la manière suivante. 

On a, par hypothèse, 

Éliminant Q entre les équations (i) et (a), il vient 

et, en posant 

dy dYx „ , d^y d^ yx du 



I r\ du „ 

(4) — +P« = 0, 

«.r 



l'équation (3) devient 

(4) 

d'où, en intégrant, 
On aura donc 



ou 



V _^ Ce-f^'^'da: 



et enfin, 

(6) ^:^C'JH-Cj.j — p 
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609. L'équalîon (5) fait connaître plusieurs propriétés 
de Téqualion 

(i) f[!ZH-p*:.+.Q^^o. 

La constante C n'étant pas nulle, en général, suppo- 
sons C ^ o : on aura 

par conséquent, la fonction y et sa dérivée -j- ne peuvent 

pas être nulles en même temps. 

dy 
La même propriété appartient aux fonctions j^ et — ^• 

Deux valeurs de x qui annulent y^ comprennent une 
valeur de x qui annule y. En effet, si y^ s'annule pour 
z = a et pour a:= fe, on a dans ces deux cas, d'après 
l'inégalité (7), 

Ainsi, j^ et ~ sont de signes contraires*, mais quand x 

dy 
croît de a à &, -—-^ change de signe pour une certaine va- 
leur j:= «5 donc y doit aussi changer de signe avant 
que x ne devienne égal à h. Par conséquent, la fonction j^ 
s'évanouit pour une valeur de x comprise entre a et i. 

De même, entre deux valeurs de x qui annulent y^ se 
trouve une valeur qui annule y s,. 

Il suit de là que si l'on fait croître a:, les deux fonc- 
tions y et y^ s'annuleront, l'une après l'autre, alterna- 
tivement. C'est ce qu'on peut vérifier sur l'équation 

qui a pour intégrale 

r = C sina: -4- C cosx. 
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EXERCICES. 


1. 


'l'y ^_^-x 


SoLPnoN : 


r=Ce'-hC'e-*--xe-'. 




'^"y^'K'^y j^^v * 


2. 


;sî+3^+»-^-(.+x) 


Solution : 






. , I .„/• '^d^ ^r. 



Digitized by 



Google 



QtJARAWTE-HUITlÈME LEÇON. l4l 



QUARANTE-HUITIÈME LEÇON. 

RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 
PAR LES SÉRIES. 

DéTeloppement par la série de Maclaurin. — Méthode des coefficients 
indéterminés. — Autre forme de développement. — Intégration d'une 
équation difTérentielle par desântégrales définies. 



DÉVELOPPEMENT PAR LA SÉRIE DE MACLAUUIN. 

610. Étant donnée une équation entre y et quelques- 
unes de ses dérivées par rapport à j:, on peut, comme on 
l'a vu (550), développer j^ en série procédant suivant les 
puissances ascendantes de x — ^i, et ce développement 
contient m constantes arbitraires, qui sont les valeurs 
de y et de ses w — i premières dérivées pour x = a. En 
faisant a = o, on obtient une série ordonnée suivant les 
puissances ascendantes de x. Mais il peut arriver que 
certaines dérivées devenant infinies pour x = o, la série 
soit en défaut^ à moins qu'on n'attribue des valeurs con- 
venables à d'autres dérivées qui ne sont plus arbitraires. 
Dans ce cas, la série contenant moins de m constantes 
arbitraires ne représente plus l'intégrale générale, mais 
seulement une intégrale particulière. 

En voici un exemple. Soit 

X — '■ — h 2 -- — h n^xY = o. 
dx"^ dx 

En difTérentiant cette équation plusieurs fois, on aura 

da? dx^ dx 

d*Y ,d^y ^ d^r , tiy 

dx^ dx* dx^ dx^ 
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La loi de formation est évidente. Or, si dans Tëquation 

proposée on fait a: = o, j = è, — = 4', il en résultera 

--— =zQo y k moins que i' ne soît nul. Il faut donc faire 

~- = o pour x = Oy et alors les équations dérivées sui- 
vantes donnent 

d"^ Y n'*h d^Y d* Y n* h 

et, par conséquent, 

•^ \ 1.2.3 1.2.3.4.5 / njc 

OU, en faisant - := c, 
n 

sînr;r 

On n'obtient ainsi qu'une intégrale particulière. Pour 
avoir l'intégrale générale, il faut poser 

C désignant une fonction de x. La recherche de cette 
fonction conduit à une équation linéaire du. second ordre, 
d'où l'on déduit 

et, par suite, 

c' sin7?/r -4- r" coswr 



On serait parvenu tout d'abord à ce résultat si l'on avait 
développé j' suivant les puissances de x — a, en se don- 
nant les valeurs de y^ eiàe -j- pour j? = a. 

MÉTHODE DES GOEFFICIEliTS INDÉTERMIIfÉS. 

6H. On peut encore employer la méthode des coeffi- 
cients indéterminés pour développer en série Tinlégrale 
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d'une équation différentielle. On obtient souvent par ce 
moyen des développements qui renferment des puis- 
sances négatives de a:, ce que ne peut donner la série de 
Maclaurin. 

Reprenons l'équation différentielle du numéro précé- 
dent, sous la forme 

Supposons que l'intégrale soit 

(2) X = Aa?« -i- Bx^ + c^y -h . . . , 

«, 65 y, . . . étant des nombres croissants : on aura 



dx 



dx" 

et la substitution de ces valeurs dans l'équation proposée 
donnera 



(3) 



Aa (a H- i) a:«-^ -4- An'x^-+^B^ {6 -f- 1) J?^~" ^ 
-4- Bn^x^ -h Cy (7 H- 1) j:>'"'^ + Cn^x^-^, . . = o. 



Pour que cette équation soit identique, il faut que les 
coefficients des différentes puissances de x soient nuls 
séparément. Or, puisque a, 6, y . . . sont des nombres 
croissants, a — 2 est le plus petit exposant de x dans 
1 équation (3). On doit donc avoir 

Aa(a -M)=:0, 

et, comme A ne peut pas être nul, il faut qu'on ait 

« = 0, ou a= — I. 

Prenons d'abord a — — i . Les deux plus petits exposants 
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qui viennent ensuite sont a et 6 — 2. Ils peuvent être ëgaux 
ou inégaux : s'ils sont inégaux, le terme B6 (6-|-i)x^~* 
ne pouvant se réduire avec un autre devra être nul de 
lui-même, ce qui donnera 6 = ou 6= — i* Mais on 
ne peut supposer 6 = — i, puisqu'on a déjà a = — i, et 
que a e»t supposé moindre que S : donc 6=0. Parmi les 
exposants qui suivent, les plus petits sont a et y — 2; 
nous devons les supposer égaux, car le terme A/i'x" doit 
se réduire avec un autre, puisque A ne peut être nul. De 

là résulte 

7 = 1, A/2'-hC7 (7 +1) = 0. 

On trouvera de même 



^ = 2, B/2' 


-j-D5((î + i) = o, 


e = 3, Cn' 


-t- E5(e-M) = o, 


et ainsi de suite-, il en faut conclure 


1.2' 


B/2» 

D= r, 

1.2.3 


An* 


F- ^''' 


^-1.2.3.4' 


*^-i.a.3.4.5' 



Par conséquent^ 

. / 1 n^x n^a^ \ 

•^ \x 1.2 1.2.3.4 / 

\ 1.2.3 1.2.3.4-5 / 



ou 



A COS/2X Bsin7i.r 



ou bien, en posant A = c, - = </, 

CCOS/7J? -f- d sin/ix 

^= :: • 



612. Si, au lieu de supposer 6 — 2 diflerent de a, on 
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fait 

ê — 2=a=r — 1, d'où 6 = 1, 

Je terme Cy (y 4- i) a:^"~^ , n'étant pas nul, puisqu'on a 
7>6>i5 doit être détruit par B/i'a:^. On a donc 
7 — 2 = S-, on aura de même ô — a = y, e — 2 = §,.... 
Par conséquent, 

6 = 1, 7 = 3, 5=:5,..., 
il s'ensuit 

1.2 1.2.3.4 19.. ^ ' 

ce qui donne 

. /l /î'.r «^r» \ A tus AT 

\X 1.2 1.2.3.4 / ^ 

mais on n'obtient ainsi qu'une intégrale particulière. 

L'hypotlièse a = o conduit aussi à une intégrale par- 
ticulière 

A'sîn/?^: 

En ajoulant ces deux intégrales particulières, on re- 
trouve rintégrale générale. 

Au reste, il suffit de faire :r^= m pour ramener Téqua- 
tion (i) à la suivante : 

que Ton sait intégrer. 

AUTRE FORME UE DÉVELOPPEMENT. 

613. L'équation linéaire du second ordre 

peut toujours se ramener à une équation à deux termes. 
Sturm.— >:/«., II. 10 
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En effet, posons j=uz. L'équation proposée deviendra 

, , d^z f du ^ \ dz Id^u ^du ^ \ 

Déterminons z* par ]a condition 

du 
dx 



du 

(3) 2-^Pll = 0, 

d'où 



u = e ^ ' 



celle valeur étant substituée dans l'équation (2), on aura 
d^z 

(4) ^=a^. 

R étant une fonction connue de x, 

614. Désignons par A et B les valeurs de z et de —y 

correspondant à une valeur arbitraire a: = a. Nous au- 
rons, en intégrant deux fois de suite, entre les limites a 
et Xy les deux membres de l'équation (4) : 

hJ a 

2 = A + B(.r — a) -\- j dx j Rzdx; 
J a Ja 

OU bien, enposant t= A-f- B (a: — a), 

(5) z = t'h f dx j Kzdx. 

J a J a 

Sî, dans le second membre de l'équation (5), on rem- 
place z par la valeur que donne celte même équation, 
on aura 



(6) 



J = f -h I dx l Vitdx 

J a Ja 

J/^X pX f%X f%X 

dx j fidx j dx j Kzdx, 
a *J a va */ a 



Dig'itized by 



Google 



(7) 



QUARANTE-HUITIÈME LEÇON. l47 

et, en remplaçant encore z par la valeur (5), 

Jr*x r*x /%x r*x px /%x 

' dx j Kedx -^ j dx Kdv I ^^ f R'^^-^ 

Jf*x /*x /*x /•x /*x r*x 

dx I Kdx f dx I Kdx j dx j Rzdx.. 

615. En continuant aînsî, on obtient pour la valeur 
de ^, une suite indéfinie 

(8) z^t-^-j dxl Ktdx-\ 

i 

dont chaque terme, à l'exception du dernier, se déduit du 
précédent en le multipliant par RJx', et en intégrant^ 
par rapport à x, deux fois entre les limites a et x. Le 
dernier terme se forme d'après une loi analogue, mais il 
contient «toujours la fonction inconnue z. Cependant^. le 
développement (8) pourra servir au calcul de la valeur 
approchée de z, si, à mesure que le nombre des termes 
augmente, le dernier tend vers o. C'est, en effet, ce qui 
arrive quand la fonction R ne devient pas infinie dans 
l'intervalle où l'on fait varier x. 

Pour le démontrer, supposons que x croisse d'une ma- 
nière continue depuis la valeur a jusqu'à une valeur 
quelconque b. Soient M, |ut, C les plus grandes valeurs de 
R, Zy tj dans l'intervalle considéré. On aura, en valeurs 

absolues, 

R<M, z<fx, e<C; 

le signe <^ n'excluant pas l'égalité. Si Ton trouve pour [i 
ane valeur finie, il sera démontré que z ne peut pas 
devenir infinie entre les limites a et b, 
. Or, en premier lieu, on a, dans cet intervalle, 

Rf<CM, 
donc 



XRtdx<: f CMdxy 
J a 



lO. 
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ou 

/ R/^j:<CM(jc--a). 
De là on lire, en intégrant successivement ; 



t/ a *y a 






1.2 



r dx j R^x r dx f Ktdx<CCW ^ j-^ 

\ dx i B.dx j dx j Tidx f dx f R^é/jr<G]VP ''^"~^ -> 

et ainsi de suiie. 

D'un autre côté, on a 

Rz<uM, 
d'où 

I R z i/x •<; f* M ( .r — a), 
\ dxi Rzéfx<pM^-^^^ ^, 

dx I ^dx j dx I Kzdx<:iiW— ~-5 

et ainsi de suite. Donc, en arrêtant le développement de 2 
î TZ -}- 1 termes, le dernier sera moindre que y.M" ' 



I .a. . .2/ï 
D'après ces inégalités, on déduit de l'équation (8) 

l .2 I .2.3.4 



1.2. ..2{« — l) ^ 1.2. ..2« 

et, à fortiori^ 



I .2. . .2/2 
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car on a 

1.2 1.2.3.4 2 

On sait que — ou — — • — — — ^ peut deVenir 

^ 1 .2. . .2/1 1.2. . .2/Z ^ 

moindre que toute quantité donnée s, quand n est suffi- 
samment grand . Donc, si Ton désigne par K la plus grande 

valeur de - C [e('-«)v/*» + e-(*-«)v^] 9 quand x varie de 
a à 6, valeur qui est inflépendante de zî, on aura 

z<K-f- fit*. 

Cette inégalité ayant lieu pour toutes les valeurs de x 
comprises entre a et i, on peut remplacer ^ par sa plus 
grande valeur fx, et l'on aura 

d'où 

f*<-; — :• 



Ainsi, fA ne peut pas devenir infini, et, par conséquent, 
le reste de la série (8) 5 qui est moindre que (JtM" — > 

/ 1.2. «.2/2 

tend vers o, ce qu'il fallait démontrer. « 

616. On arrive encore à la formule (8) (615) par k 
méthode suivante ; 
Posons 

z = i/o-f- «i4- «2 + . .-, 

Mo> Ml, Uj, . . . , étant des fonctions de x que nous allons 
déterminer. On doit avoir — = R2 (613), ou 

iPu^ fPUi cPui _ . „ . 

Or, on satisfera à cette équation en posant 

(0 =05 -i — =Rtto, -— — = Rwt, .. 
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d 

~dx 



En supposant que Ton ait i/o = A, -7-^ = B pour a: = û, 



dux du^ , , 

et que Uj, Uj, . . ., — — ? 7/""'*' *' ® annulent pour a: =:=û, 

ux ux 

on tire des équations (1) : 

«0 = A -4- B (a: — û) = ^ 



t */ a «/a 

\ dx I l\dx j dx j Vitdxj 



On démontrera que la série 

z =r «0 H- «, -h a, H- . . . , 

est convergente, comme on l'a fait n° 615, 

d'" z 
On traitera de la même manière l'équation -— -^Tl-î, 

et l'on aura une série dont chaque terme s'obtiendra en 
multipliant le précédent par Rrfx"*, et intégrant m fois. 

617. Comme application de cette méthode, considé- 
rons l'équation du second ordre 



(I) 






à laquelle se 


réduit 


l'équation dite de Riccati 


^•a) 




%^r='^. 


en posant 




I dz 



Pour plus de simplicité, supposons a = i, et prenons 
toutes les intégrales indiquées au numéro précédent, entre 



Dlgltl 
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les limites o et a: : nous aurons 

Multipliant par x"'dx^ et intégrant deux fois entre les 
limites o et or, il viendra 



(m -\-i)(m-h 2) {m -I- 2) (/w H- 3) 
Nous aurons de même successivement 

(/W4- l)(w-+-2J(2/W + 3)(2/W-+-4) 

(m 4-2) (/w H- 3) (2/7Î 4- 4) i^'^* -4-5)' 
A .r **'"*"® 
"'^(/w4-i}(w-h2)(2/w4-3) (2/w-l-4)(3/w 4-5) (3/114-6) 

Bx"'^ 

(/W4-2) (W4-3) (2/w 4-4112/71 4-5) (3/W4-6) (3/w4-7)' 

et ainsi de suite. 

Par conséquent, la valeur de z sera 



ï=Arn- 



(iw + i)(/jH-2) (/»+i){ni-(-a)(2«+3)(2/»-l-4) 



I 

'*'(/w4-0 ('"+2} (a'^'-hS) (2/w 4-4) (3/714-5) (3///4-6) 
H- BU 4- ; : — TT — r-^ -+ 



(/w4-2)(/w4-3} (/7i4-2)(/7i4-3)(2/7i4-4)(2/w-+-5) 

"^(/7i 4- 2)(/7i4-3) (2/714-4) (2//i4-5j(3/// 4-6) (3/w 4-7) "j' 
Quand m = o, cette formule se réduit à 

2 2 ' 

qui est bien Tintégrale de Téquation 

£ = ^ (582). 
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INTÉGRATION d'uNE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE A l'AIDE 

d'intégrales définies. 



(i) 



618. Soît l'équation différentielle du second ordre 
d^r m dy * 



m et h^ désignai! l deux constantes : admettons que son 
intégrale puisse être développée en série convergente 
procédant suivant les puissances ascendantes de x, et po- 
sons 

En substituant cette valeur dans l'équation (i), on aura 



Aa{a — l) 
-f- wAa 



^"-^4-B§(S — i) 
+ /71B6 



n6-2 






x/*-^+.,. 



-h T.h'kx'^ -4- 2A'B.r^ -1-...4- 2/i*L;r^ + 2A»Ma-^- 4-...=o. 



Pour que cette dernière équation soît identique, il faut 
d'abord qu'on ait 



c'est-à-dire 



a (a — i -I- #») r= o, 



a :=: O, ,OU a zn: i — m. 



Si l'on prend d'abord a = o, et que l'on procède comme 
il a été indiqué au n^ 611, on trouvera la série 

— A r — ^^'•^' ^^ 1 

L i.(w4-i; i.2.(/7i + i;(w-h 3) ' J 

Si l'on fait a = 1 — m, on aura par le même procédé 

L 1.(3 — ///) • 1.2.(3 — mj^Ô—w) "j' 

Ji et j^2 sont deux intégrales particulières contenant cha- 
cune une constante arbitraire. Leur somme yi -f-ja sera 
donc l'intégrale générale. 
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619. On peut remplacer les sérîes^i ety^ par des inté- 
grales définies. En effet, entre les coefficients L et M de 
deux termes consécutifs de la série j^j, on a la relation 

/i'L = M/> (i — m — ip). 

Or, on déduit de la formule (B) (I, 372) une relation 
analogue entre deux intégrales définies, savoir : 

r'^ . 2p— I r^ 

I cos*P a sin'"-^ ada= I cos^P"^ a sin"»-* a dot. 

Le rapport de ces deux intégrales est, à un facteur con- 

M 
L 

cos*/'asin'""-'a</a. 



stant près, égal au rapport —; si donc on pose 



M = kp Hc 



L = Ap^t f cosV-' a sin"»-' a t^ a , 
Jo 
on aura 

M Ap 7,p — I h} 

L A^_, ip -\- m — I p\\ — m — '>.p) ' 
donc 

D'après cette formule, et comme h ^ n'est autre chose 
que A, on aura 

par conséquent, 

M„ = A-^ 1— 1 cos^asin^-'aûfa 

P \.2....ipJ^ 



et 



^ i—2h')Px^p r^ 

ri=: > A^ I cos'^asm'^'arfa, 

^j 1.2. ..ip J^ 
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ou bien, 




ri = A / sin»"- 


\ 1.2 1,2,. 6.^ 



HaisTexpression entre parenthèses égale cos {hx \ficos(x] : 
>n a donc enfin 

^1 = A I cos {hx^cosa) sin"*-' arfa. 
Jo 

La seconde série se déduit de la première en changeant 
71 en 2 — m 5 donc 

' C0s(//.xy/2C0Sa)sin'--'"af/a. 
o 

620. La valeur de j-i devient illusoire quand on a m = a 
3U m <^ o. En effet, si m = o, l'inlégrale 

' cos {hx j^ cos a ) sin*"""* otda 


5St plus grande que 

Jo « 



k désignant une quantité moindre que la plus petite 
iraleur de cos {hx y^cosa) quand a varie de o à 7r. Or, 

I — = 00 . Donc la première intégrale est infinie quand 

71 = o, et à plus forte raison quand on a m <^ o.. 

De même la seconde intégrale n'aura une valeur finie 
que si 2 — m est positif. 

Doncj^'i -hj'i ne représentera l'intégrale générale que 
si m est compris entre o et 2. En dehors de ces deux 
limites, Tune des deux formules tombera en défaut, maïs 
l autre subsistera et servira à trouver l'intégrale générale 
par le procédé du n° 608. 
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021 . Examinons maintenant quelques cas particuliers. 
1° TO = o. L'équation se réduit à 

_4-2A'j = o. 

Pour déduire son intégrale des formules précédentes, ob- 
servons que la valeur de j^j, qui est encore admissible, se 
réduit à 

^2= A' or I cos(/ia: y^2cosa)sinafl?a 

Jo 

= — — : I cos{hxsficosai)d{hx\ficosaL) 

h v^ Jo 

= Csin(/i-c v^). 
Au moyen de cette première intégrale on trouvera 

7 = rsin {hx y/ï) + c' ces {hx y/â). 

a° /»= 2. La valeur de js est illusoire, mais celle de 
Yi subsiste et donne Csin(/ia?Y^) pour intégrale parti- 
culière. Ou en déduit l'intégrale générale 

c sîn [hx v/2 ) -H r' cos ihx^) 

X 

3° w = I . Le rapport de yi à y^ est constant, et ces 
deux intégrales ne sont plus distinctes. Dans ce cas, ou 
posera /w = i -h A, et l'on appliquera le procédé de d'A- 
lembert (585). 

EXERCICES. 
Solution : 

r x" .-r^ .T* *1 

•^ ""'^L'^"^ (1.2)' "^(1.2.3)»"*' (1.2. 3. 4)* ■^•••J' 

iatSgrale particulière. 



/^ 
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^ d^y i dy dx 

Solution : 

_./ x^ ^ a^ x' . \ 

intégrale particulière. 
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QUARANTE-NEUVIÈME LEÇON. 

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES SIMULTANÉES. . 

Élimination d'une variable entre deux équations différentielles. — Sys- 
tèmes d'équations du premier ordre équivalents à une ou plusieurs 
équations d'un ordre quelconque. — Théorèmes sur les intégrales des 
équations simultanées du premier ordre. — Intégration des équations 
simultanées du premier ordre. 



ÉLIMINATION d'uNE VARIABLE ENTRE DEUX ÉQUATIONS 
DIFFÉRENTIELLES. 

622. Soient 

^f df d'^y dz dPz\ 



/ dr 



d^x dz d9z\ 

, ——— « 2- ■ * • • • • - I 

djC" ' €ix dxl) 



deux équations quî renferment deux fonclîonsj^ elz d'une 
variable indépendante x^ et leurs dérivées de divers 
ordres. En éliminant y entre ces équations, on obtiendra 
une équation diflérentielle à une seule fonction z, et dont 
l'intégration fera connaître z. 

Pour opérer cette élimination, on différentiera n fois 
la première équation, et m fois la seconde; on aura ainsi 
m + n -f- 2 équations entre lesquelles il sera possible 
d'éliminer, par les moyens ordinaires de l'algèbre, les 

dy d^Y d"*-^''Y T » • 

w 4- w -f- 1 inconnues j, — , -^ , . . . , -^-^^^ . L equauon 

finale sera, en général, d'un ordre égal au plus grand des 
deux nombres n + p^ m-f-^; toutefois cet ordre peut 
être moindre, si l'élimination a pu s'effectuer sans em- 
ployer les m -h « -f- 2 équations. 

623. Plus généralement, si l'on avait r équations dif- 
férentielles contenant une variable indépendante x et 
r fonctions j", z^ m, . . . de cette variable, on éliminerait 
y entre ces r équations, ce qui donnerait r — i équations 
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entrer, m,.... On éliminerait ensuite z entre ces r—i 
équations, et ainsi de suite. On arriverait ainsi à une 
équation différentielle ne renfermant plus qu'une ^eul( 
des fonctions inconnues. 

SYSTÈMES n'ÉQUATIOUrS DU PREMIER ORDRE ÉQUIVALEWTS 4 
XJWE OU PLUSIEURS ÉQUATIONS d'uN ORDRE QUELCONQUE. 

624. On peut remplacer une équation différentielle 
d'un ordre quelconque à deux variables par un système 
d'équations simultanées du premier ordre, en représen- 
tant par une lettre chacune des dérivées, excepté celle qui 
est de l'ordre le plus élevé. Ainsi l'équation 

/ dY d'^y d^y\ 

est évidemment équivalente aux équations suivantes : 

(/(^,r.y,r",^)=o. 

625. De même les équations 

( ^1 dy d'"Y dz dPz\ 

\ \ ' •" ' û^j; dx" dx dx'i ] 

dans lesquelles nous supposerons m'^ n^ q'^p, peuvent 
être remplacées par le système des équations du premier 
ordre 

dv , dy' „ rfrC"-») 

dx-^' dx—^'---' dx —^ ' 



(4) 



dz , dz' „ rfz'-»-') , , 

di = '' :^=^'---' -lîT- ="'*""' 

f \^y r > 7% • • • > ^ ; z,z',.,.,zP\= o, 
T. f , , dz^^-')\ 
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En général, étant donné un nombre quelconque d'é- 
qualions différentielles renfermant une variable indépen- 
dante et plusieurs fonctions de cette variable, si Ton re- 
présente les dérivées, à l'exception de celles dont l'ordre 
est le plus élevé, par des lettres, on aura jun système d'é- 
quations simultanées du premier ordre qui sera équiva- 
lent aux équations proposées. 

THÉORÈMES SUR LES INTÉGRALES DES ÉQUATIONS 
SIMULTANÉES DU PREMIER ORDRE. 

626. Supposons, pour fixer les idées, que l'on ait trois 

équations différentielles simultanées du premier ordre 

entre une variable indépendante x et trois fonctions y, 

z, u de cette variable. On pourra, en général, résoudre 

/ . j , . , dy dz du ^ 

ces équations par rapport aux dérivées ~-> — ' w~ ®^ ^ 

remplacer par des équations de la forme 



dx' 


-7' 


dz _ 

di~ 


R 

"F' 


du _ 
Si"" 


V 

p' 




dx 

p "" 


dx 
Q " 


dz 


du 





ou 

(«) 

p, Q, R, V étant des fonctions déterminées. Le problème 
proposé revient donc à établir entre les variables x^y^ 
z^ u des relations telles, que les différentielles de ces 
variables soient proportionnelles aux fonction» P, Q, 

Je dis maintenant que les relations cherchées doivent 
contenir trois constantes arbitraires. En effet, les équa- 
tions (i) déterminent seulement les accroissements infi- 
niment petits des variables j^, z^ u pour un accroissement 
*3ifiniment petit de x. On peut donc prendre à volonté 
les valeurs dey, z, et m pour a:=a. En raisonnant 
comme on l'a fait dans le cas d'une seule équation diffé- 
rentielle (549), on voit quej)^, z el u sont des fonctions 
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déterminées de a:, dépendant nécessairement de leurs 
valeurs initiales, qui sont tout à fait arbitraires. Les 
équations intégrales doivent donc contenir trois constanles 
arbitraires. Ces constanles peuvent d'ailleurs être rem- 
placées par d'autres ayant avec elles des relations arbi- 
traires, pourvu qu'on puisse déterminer les nouvelles 
constanles de manière que y^ z et u aient des valeurs 
données correspondant à une valeur donnée de x. 

627. On arrive à la même conclusion par la série de 
Taylor, En effet, si Ton représente par y^» ( ;7- ) j etc., 
les valeurs de y et de ses dérivées pour x = a, on aura 

Ensuite, des équations 

r/j_Q ^__R. Î^_V 
dx'~v' dx"^ V^ dx~'V^ 

d^ Y 
on peut déduire ■^— en fonction de x^y^ z, u\ par consé- 
quent f -~^ 1 dépendra des valeurs arbitraires attribuées 

à y, z, M pour X =-a. Donc le développement de / 
contiendra trois constantes arbitraires. Les valeurs de z 
et de u dépendront aussi des mêmes constantes. 

Les raisonnements qui précèdent s'étendent évidem- 
ment à un nombre quelconque d'équations. Par con- 
séquent m équations du pj^emier ordre entre m -\- 1 
"variables^ et qui peuvent être mises sous la forme (i), 
admettent toujours m intégrales contenant m constantes 
ai'i/fra/re5. Ces constantes doivent être telles, que l'on 
puisse donner à m des variables des valeurs arbitraires 
pour une valeur quelconque altribuée à la (/tï -f- i)"'** 
variable. 

628. On a supposé que les équations proposées pou- 
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. ^ - .,,, dr dz du 

valent être résolues par rapport aux dérivées —5 —5 — • 

Dans certains cas particuliers cette résolution est impos- 
sible. Par exemple, si Ton avait 

Sdy dz 
\ dr dz 

en cherchant à éliminer l'une des dérivées, on trouverait 

Téqualion 

(2) y — 2jc'= o. 

Cette équation peut remplacer Tune des deux proposées. 
En portant la valeur de y qu'elle fournit dans la pre- 
mière des équations (i), on aura 



d'où l'on déduit 



dz ^ 
dx 



C — 



Ainsi, quand on ne peut pas résoudre le système pro- 
posé par rapport à toutes les dérivées, le problème se 
simplifie, parce qu'il existe alors entre les variables un 
certain nombre de relations algébriques, au moyen des- 
quelles on peut faire disparaître les dérivées dont le sys- 
tème n'a pu fournir les valeurs. Mais, dans ce cas, le 
nombre des constantes n'est plus égal au nombre des 
fonctions. 

INTÉGRATION DES ÉQUATIONS SIMULTANÉES DU PREMIER 

ORDRE. 

629. Soit 

I . dx dY dz du 

un système d'équations simultanées. Nous avons vu qu'il 
Sturm. — ^/i., 11. Il 
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existe troîs éaualîous intégrales, 

iFi (^.r, 2. «> ^» ^', ^") = o, 
F2(x,^', z, 1/, c, c', c") z=o, 
Fa (^, r> 2» "> ^» c'> c^) = o, 

c, c', c^^ étant des constantes arbitraires. Ces équations, 
résolues par rapport aux constantes, peuvent être rem- 
placées par le système 

(3) a = c, 6=c', 7 = c''j 

a, 6, y désignant trois fonctions de x, j^, ^ et w, sans 
constantes arbitraires. On peut donc trouver trois fonc- 
tions de x^jj «, u qui conservent des valeurs constantes 
quand on y fait varier simultanément toutes les va- 
riables. 

Remarquons d'abord que les fonctions P, Q, R, V ne 
peuvent pas être, à la-fois, identiquement nulles, car les 
équations (i) n'offriraient alors aucun sens. 

Admettons que P ne soit pas identiquement nul, et 
prenons x pour variable indépendante. Je dis que Pne 
pourra pas même s'annuler constamment en vertu des 
équations (3). En effet, l'équation P = o ne renfermant 
pas de constante arbitraire, on ne pourrait pas se donner 
à volonté des valeurs de j, z, u pour une valeur quel- 
conque de X. 

Supposons donc P différent de o. En différentiani 
l'équation a = c, on a 

/ rv doL , dx ^ dot. . doL . 

(4) T- "«^ H — T dy -\ — r~ dz -h -rr du = o , 
^^' dx dy dz du 

Mais 0L = c étant une intégrale des équations (i), les 
différentielles dx^ dy^ dz^ du doivent être proportion 
nelles à P, Q, R, V , on aura donc 

,~v -w^doL ^ doL ^ dct „ ^« 



Digitized by 



Google 



QUARANTE-NEUVIÈME LEÇON. l63 

Cette équation doit être identique •, autrement elle éta- 
blirait une relation entre les variables x^y^ z et w, e4 l'on 
ne pourrait pas donner des valeurs arbitraires à j^, z^u 
pour une valeur particulière de x. 

On aura donc les trois équations identiques 

dx dy dz du ' 

\ dx dy dz du 

630. Réciproquement, si Von trousse une fonction 6 
des variables a:,/, z^ w, sans constante arbitrai? e, telle, 
nue Von ait identiquement 

dO 'd9 ^ dO „ d9 

r équation 

Q = c 

sera une intégrale des équations simultanées 
de dy dz du 

En effet, on a 

_ /dB dO dy dQdz dQdu\^ 
\dx dy dx dz dx du dx J ^ 

doncjy, z et u étant des fonctions de x telles, que Ton ait 

dy _Q dz _1X du _ V 

on aura 



dx^ J^' dx P ' dx^ P^ 



mais la quantité reirfermée entre parenthèses est nulle 
par hypothèse, donc 

dO irr O, ou B = C, 

II suit de là que si Ton trouve trois fonctions a, 6, y qui 
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substituées à satisfassent identiquement à Féquation (i), 
les équations 

(3) o: = c, ^ = c', y = c^ 
seront les intégrales des équations (2). 

63 1 . Des intégrales ( 3 ) peuvent se déduire une infinité 
d'autres intégrales, car x^j^ Zy u variant de manière que 
les fonctions a^ ë^ y conservent une valeur constante, 
toute fonction de la forme cp (a, 6, y) conservera aussi 
une valeur constante. 

On peut d'ailleurs vérifier directement que l'équation 

(4) <?(«,€, 7)=^ 

est une intégrale des équations (2). En effet, on a 



dx~ 


dff da. d<^ d^ d<f dy 
~ dot dx d^ dx d-j dx 


d^_ 

dx 


df da. d(f ûfê d^ dy 
~ da. dy d^ dy dy dy^ 


d^^ 
dz 


d^ da ^ dff dZ do dy 
~ da dz d g dz dy dz 


drf^ 
du' 


d<f da d(f d^ dtf dy 
~ da du d^ du dy du 



(5) 



Si Ton multiplie ces équations respectivement par 
P, Q, R, V, et qu'on les ajoute, le second membre sera 
nul eu vertu des équations (6) du n° 629. On aura donc 

^ do ^ do ^ do „ do 
dx dy dz du 

c'est-à-dire que cy mis à la place de satisfait à l'équa- 
tion (î). Donc cp = c est bien une intégrale des équations 
proposées. 

632. On peut même démontrer que toute fonction 6 
de Xy y^ Zy u qui satisfait à V équation 

. N «^® r^dQ ^ dB ^dQ 



1 
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doit se réduire à une fonction de a, 6, y. En effet, soit 

(2) e = cj(a:,/,z,a); 

posons 

(3j a=/,(x,7,z, a), ^=f^{x,yyZyU), -^ =f^{x,y,Zyu)\ 

on peut tirer de là les valeurs de y^ z, m en fonction de a, 
6, y et x\ en les substituant dans la valeur de 9, on aura 

(4) 9=7r(a,ê,7,x). 

Or, je dis que x ne doit pas entrer explicitement dans 
cette équation. En effet, en mettant cette valeur de dans 
l'équation (i), on aura 

/ dn doL diT dZ dn dy dirX 
\dx djc d^ dx dj a'x dx) 

Q{ drc doL fi^ir d^ drc dy\ 
( j 1 L\ 
\d(x, dy d^ dy dy dyj 

( dît doL dit d^ dn dy\ 
\d(x, dz d^ dz dy dz ) 

„ I diz dy. dtz dît diz dy\ 

l_V 1 1 î- =0. 

\do. du d^ du dy du ] 

Mais les fonctions a, ?, y satisfaisant à l'équation (i), 
Téquation (5) se réduit à 

^ dif 

d'où 

di: 



(5) 



dx 



puisque P ne peut être nul que pour des valeurs parti- 
culières des variables. Ainsi, la fonction tt ne contient 
pas X explicitement, et se réduit à une fonction de c:, 
6i7. 
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CINQUANTIÈME LEÇON. 

SUITE DES ÉQUATIONS SIMULTANÉES. 

Équs^tioDs linéaires : cas de deux équations^ méthode de d'Alemhert; — 
cas de trois équations. — Réduction du cas général au cas où les équa- 
tions sont privées de second membre. — Méthode de Cauchy. — Re« 
marque sur les équations linéaires. 



CAS DE DEUX ÉQUATIONS, MÉTHODE DE d'aLEMBEKT. 

633. Sî Ton a deux équations linéaires du premier 
ordre entre une variable indépendante x et deux fonc- 
tions j^ et z de cette variable, en éliminant, tour à tour, 

-7- et -7-? on obtiendra deux équations de la forme sui- 

dj: dx '■ 

vaijte : 

Pj Q5 Vj I^'» Q'5 ^'5 désignant des fonctions de x. 

Ou pourrait appliquer à ces équations le procédé d'éli- 
mination exposé plus haut (622), et Ton parviendrait à 
une équation linéaire du second ordrene contenant qu'une 
seule fonction inconnue^ mais il est plus avantageuse 
d'employer la méthode suivante, qui a été imaginée par 
d'Alemberl, et perfectionnée par Ampère. 

Ajoutons les équations (i) après avoir multiplié la 
seconde par une indéterminée : nous aurons 

Si 6 était une constante, -; — h ^ ^- serait la dérivée de 
djc dx 

y -^Qz^ posons donc 

(3) tz=zy-^H, 
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il en résulte j^ =:t — Oz et 

dj Bdz __ dt dB 

dx dx dx dx 

L'équation (2) devient alors 

(^^ £-^2 + (P + P'0)(^--O^) + (Q + Q'O)z=.V + V'ô. 

Comme z n'entre ici qu'à la première puissance, on 
éliminera cette fonction en égalant son coefficient à zéro, 
et Ton aura les deux équations 

(5) ^^_(p^-p'G)e- q — Q'e = o, 

(6) • 4^-i-(p-i-FG)? — V — ve — o. 

dx 

L'équation (5) ne contient que et x\ elle détermine 
donc 0. Mais, quoique du premier ordre, elle n'est pas 
linéaire, et l'on ne sait pas, en général, l'intégrer. Cepen- 
dant, si l'on en connaît seulement deux intégrales parti- 
culières 01 et 0j , la question proposée pourra être résolue. 

En effet, ces intégrales particulières étant mises à la 
place de dans l'équation (6) qui est linéaire, on obtien- 
dra deux valeurs correspondantes de f, ^i et f ,, contenant 
chacune une constante arbitraire. On aura ensuite j" et z 
au moyen des deux équations 

Les valeurs de j^ et de z ainsi obtenues contiendront 
deux constantes arbitraires, puisque t^ et t^ en contien- 
nent chacun une. 

634. Dans le cas où les coefficients P, Q, P', Q' sont 
constants, on peut supposera constant dans l'équation (5), 
qui se réduit alors à 

(7) (P-f F9)0 — Q — Q'e = o. 

Cette équation est du second degré et donne deux racines 
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constantes que l'on peut prendre pour ôi et 6f , si ces ra- 
cines sont inégales. 

Si les racines de Téquation (7) étaient égales, on n'au- 
laît qu'une valeur de 0. Mais, dans ce cas, l'équation (5), 
en supposant variable, peut se mettre sous la forme 

OU 

équation dont l'intégrale générale est 



) = aH- 



P'x 



Comme on n'a besoin que de deux valeurs particulières 
de 0, on les choisira de la manière la plus simple en fai- 
sant successivement c = o, c = 00 , d'où 

G, =aH----~» 02 1= a. 

Les équations (i) peuvent donc toujours être intégrées 
quand les coefficients P, Q, P', Q' sont constants. 

IKTÉGRATIOW DE TROIS ÉQUATIONS LINÉAIRES. 

635. La méthode précédente s'applique avec quelques 
modifications à l'intégration de trois équations linéaires 
simultanées à quatre variables a:, y, z, u. Ces équations 
peuvent d'abord être mises sous la forme 

^ -f- Vy -f- Q''z -4- R"« = V". 
ax 

Ajoutons ces trois équations après avoir multiplié la 



Digitized by 



Google 



CINQUANTIÈME LEÇON. I 69 

seconde par 6 et la troisième par ^. On a ainsi 

Posons 

(2) ^-i-0z H->tt = f, 

d'où 

dy dz du dt dO d\ 

dx dx dx dx dx dx 

L^équation (1) devient 

^^ ^9 à^ /« ^, ^ ^n^x . , - i 
Z-- «_-4- p+.p'e + P"X ^— Ô2— Att 

, dx dx dx ^ ' ^ 

(3) / 
^ +(QH-Q'ô-}-Qn)2!4-(R + R'ô-l-R"X)« 

Cette équation ne renferme 5 et u qu'au premier degré. 
En égalant à zéro les coefficients de ces variables, on ré- 
duira Téquation (3) aux suivantes : 

(4) ^ + (P-}-P'ô + P"^)ô — Q — Q'ô — Q'0.=:o, 

(5) ^-f-(p + P'0-f-p"x)^-R— R'9 — R"X = o, 
dx 

(6) ^ -i- (P H- P'ô H- P'^x) r — V — V 9 — V'X = o. 

Les deux premières équations ne contiennent que 6 et X : 
elles sont du premier ordre, mais non linéaires. On ne 
sait donc pas les intégrer en général. Néanmoins, si Ton 
connaît trois intégrales particulières 0,, 0t) ^a et trois va- 
leurs correspondantes ?»,, î.j, is? on pourra déterminer les 
intégrales cherchées. En effet, pour un système de valeurs 
simultanées 0i et Xj, Féquation (6) qui est linéaire et du 
premier ordre donnera une intégrale correspondante fj , 
contenant une constante arbitraire. On aura de même 
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deux autres valeurs U et t^ correspondant aux deux autres 
systèmes 6f et ^i, 9^ et ^3. Les trois intégrales seront donc 

( j -f- O3 z -4- X3 a = /,. 

Les valeurs dej^, z, u qu'on en déduira contiendront 
chacune trois constantes arbitraires. 

636. Dans les cas où les coefficients P, Q, R, P',... 
sont constants, les équations (4) et (5) sont satisfaites 
par les valeurs constantes de 9 et de X que déterminent 
les équations 

(8) (P -f- P'e -f- P'O.) — Q _ Q'ô — Q"X m o, 

(9) (P -H p'e + P")i) X — R — R'e — R'^X = 0. 

En portant dans la seconde équation la valeur de 1 
tirée de la première, on aura une équation du troisième 
degré en 9, qui fournira, en général, trois valeurs dis- 
tinctes de celte variable, 9,, 9j, 08- L'équation (8), étant 
du premier degré en X, fournira trois valeurs correspon- 
dantes, A), X], X). 

L'élimination peut se faire de la manière suivante. En 
posant 

(10) p + p'o + pn = p, 

où aura les trois équations 

( P — p-4-P'ÔH-Pn=:0, 

(II) Q-^(Q'_p)0^Q->^O, 

( R-I-R'Ô-4- (R"— p))l=:o. 

L'élimination de 9 et de X entre ces trois équations 
donne l'équation finale 

(p - P) (p - Q') (p - R'O - R' Q"fp - P) 

— RP'^fp — Q') — QP'(p — R") — QR'P''— RP'Q^=:0. 

Soient pi , pj , p^ les trois racines de cette équation. 
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L'équation (6) prenant la forme 



dx 
on aura (511) 

t 



^ -f-p/ = V-+-V'ô4-V"X, 



On déduit de là, en remplaçant successivement p par pi, 
Pu Psi trois valeurs de f, désignées par /i, ^s, ^a» contenant 
chacune une constante arbitraire. Le système proposé 
aura donc pour intégrales les trois équations 

(12) l r^Q,z^\^u=zé^P''\c^-\- r(V+V'ô,+Vn,)^»^rf.rl, 



AUTRE MÉTHODE. 

637. On peut suivre dans l'intégration des équations 
linéaires simultanées la même marche que dans les équa- 
tions différentielles ordinaires, c'est-à-dire ramener le 
cas général à celui des équations privées de second 
membre. Nous allons effectuer cette réduction dans le 
cas où les coefficients des premiers membres sont con- 
stants. 

Remarquons d'abord que si l'on connaissait trois sys^ 
lèmes de fonctions (/i, ^i, u,), (j», z^^ u,), (/s, Zj, u^) 
satisfaisant aux équations 

^-hPr +Q« +R« =o> 

(I) {^+P'r + Q'2 + R'« = 0:' 

dx -^ ^ 
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on y satisferait encore en posant 

a = f , tt, H- r, Ma -f- Cj W3 , 

comme on s'en assure par la substitution, et Ton aurait 
les intégrales générales, puisque ces formules contiennent 
trois constantes arbitraires c^, c,, r,. 

Cherchons maintenant à résoudre les équations (I) par 
des valeurs de la forme 

(i) r = c-"^', z=:f*tf-P', tt^ve-/^', 

pj jui, V désignant des constantes inconnues. La substitu- 
tion de ces valeurs donnera les équations 

iP — P + Qfi4-Rv = o, I 

P' + (Q'-p)f* + R'v = o, . I 

P" -f- Q" f* 4- (R''— p) V = o. 
L'élimination de ju et de v entre ces équations conduit à une 
équation du troisième degré en p, la même que l'on a dé- 
duite (636), par l'élimination de 9 et de A, des équalioDS 

IP — p-4-P'e-*-P''^ = o, I 

Q+(Q'-p)Ô + Qn = o, 
R-Ï-R'Ô4-(R''— p)^ = o, 

car on arriverait à ce dernier système en ajoutant les équa- | 
tions (2) respectivement multipliées par i, 6 et 1, et en 
déterminant d et X de manière que les termes qui contien- 
nent /jt et V disparaissent d'eux-mêmes. 

Les trois valeurs de p étant désignées par pi, jOj, jCj, et 1 
les valeurs correspondantes de a et de v par jix,, ]w,, /:/$» | 
Vi, Vj, V8, on aura trois solutions particulières d'où Ton | 
déduira la solution générale 
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638. Prenons maintenant trois équations avec second 
membre 

-f -hP^ -f-Qz -i-Ra =V, 
(II) ( ^ + P> + Q'z + R'« = V, 

Cherchons s'il est possible de satisfaire à ces équations 
parles formules (4), mais en y regardant Ci, Cj, c» comme 
(les fonctions convenables de x. Ou aura 

^e-P^'^^e-P^^^^e-P^-^. 
dx dx dx 

On aurait de même -7- et -=-• En substituant ces valeurs 
dx dx 

dans les équations (II), les termes qui renferment Ci, CjjCs 
sont nuls en vertu des équations (2), et il reste 

dx dx dx 

\ dx dx dx 

De ces équations on tirera les valeurs 

in\ à,c^ dc^ cfc^ 

<^' ^ = ''" dl = ^" z; = ^^' 

Xi)X*> X8 ^tû^t des fonctions de a: : d'où Ton conclura 

ICi= j x^dx-h Ci, 
>// I ^>= / Xi «'•^ -H C2, 

, i/x + C,. 



=fx>' 
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Ces valeurs, subsliiuées dans les formules (4), donneront 

les intégrales du système (II). 

MÉTHODE DE CAUCHY. 

639. Soît proposé d'intégrer le système 

Cherchons des fonctions Y, Z, U qui, substituées à la 
place de ^', z^ tt, vérifient les équations 

dr 

(2) \ ^H-P> + Q'z-f-R'« = o, 

^ 4- V"y H- Q''z 4- R"a = o, 
et telles, que pour a; = a on ait 

Y=F(a), Z=:F.(dt), U = F:(a). 

Pour trouver des fonctions Y, Z, U qui remplissent ces 
conditions, il suffira de déterminer les constantes qui en- 
trent dans les intégrales générales du çystème (2), 

Iy = ^ (^, C„Ca, C3), 
Z =<p,(a:, c,, Cj, C3), 
« = (pj(j7, C, <?2, C3), 

de manière que Ton ait 

/ F (a) =<p (a, r„c„C3), 

(4) I F.(a)=(p,(a;r„r„C3), 

( Fj(a) = (p,(a, c„C5, Ca). 

On aura les fonctions cherchées en portant dans les équa- 
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lions (3) les valeurs de Ci, c., c^ déduites des équa- 
tions (4). 

640. Maintenant je dis que les équations (i) seront 
satisfaites en posant 

Jf*x r*x r*x 

YdoL, z= Zdd, u=f Vda. 
o Jo Jo 

En effetj'd' après l' hypothèse, on aura 
et, en substituant dans la première des équations (i), 

XX J'Y /•* /•■' 

— ^a-l-P/ Yda-^q ZdoL 

-f-R r Ur/a-4-F(x). 
Cette équation est identique, car elle revient à 

et la quantité renfermée entre parenthèses est nulle par 
hypothèse. On vérifiera de la même manière que les deux 
autres équations du système sont satisfaites. 

On a donc une solution particulière du système (i) : 
désignons-la par (yi,-z,,M,). Mais si dans les équations (i) 
on remplace j^, z, u par j^-f-jj, z •+■ z^^u -h //,, on 
obtiendra le système (2). Donc, en ajoutant aux valeurs (5) 
les intégrales générales (y, ^, u) des équations privées de 
second membre, on aura intégré complètement le sys- 
tème (i). 

REMARQUE SUR LES ÉQUATIONS SIMULTANÉES. 

641. Soient 

I F(x,j,/,3,^') = o, 



Digitized by 



Google 



lyt) COURS d'analyse. 

deux équations simultanées du premier ordre, dans les* 

quelles y' et z' désignent y- et — • Soient 

^""^ I zz=^(x,a,b), 

les intégrales complètes du système (i), a et & étant deux 
constantes arbitraires. Les équations (i) doivent devenir 
identiques quand on y remplace y eiz parles valeurs (2). 
Donc, si Ton pose 



et en diiTérentiant les équations (i) par rapport à b. Il 
suit de là que, si l'on considère u et f comme des fonctions 
inconnues, le système (4) admettra les solutions particu- 
lières (3) et (5). Donc ses intégrales générales seront (637j 

(6) < 



( 



^ dz ^ dz 

" = ^^^ + ^76-' 



Â et B désignant deux constantes arbitraires. 



(3) 




dy 

da 


dz 


' 


d\)ù 




du __ d^x 
dx da dx 
dp __ d^z 
dx da dx 


dr' 

"Ta' 
dz' 




on aura, 


en différentiantpar ra 


pport à a 


[es équations (i)^ 


(4) 


dî dî du dî 
dx dx' dx dz 


dî dv 

''^d^'di 


= 0, 


dF 


dYdu dF 

^-^d^'Tx-^dz' 


dF du 

' "^ dz' dx 


= 0. 


On arriverait encore aux équations (4) en posant 


(5) 




dr 


dz 
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EXERCICES. 



i . Inté^er les deux équations 



4£ + 9£+4<-^+49^ = ^' 



.± 



dz 



3£ + 7;7;: + 34/+38. = e', 



dx 



Solution : 



r = y^ 



19 56 29 



e'-i^\e-^-\--e- 



2. 



^7^ ,55 24 4c c' 

3975 5 

dx 

-^4-4^^ + 37=/, 



dr 
dt 



H- 2X + 5j= e*. 



Solution : 






Stuam. — An,, il. 



12 
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CINQUANTE ET UNIÈME LEÇON. 

INTÉGRATION DES ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENTIELLES 
PARTIELLES. 

Équations qui se ramènent aux équations différentielles ordinaires. — 
Élimination des fonctions arbitraires. — Équations linéaires du pre- 
mier ordre k deux yariables indépendantes. — Cas de trois yariables 
indépendantes. 



ÉQUATIONS Qt'I SE RAMÈNEWT AUX ÉQUATIONS 
DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES. 

642. Le problème qui fait l'objet du calcul înversedes 
différences, ou des différentielles partielles, consiste à 
chercher une fonction connaissant une relation entre celle 
fonction, les variables dont elle dépend et une ou plu- 
sieurs dérivées partielles de cette fonction, prises par 
rapport à ces variables. 

643. Nous commencerons par le cas particulier très- 
simple où les dérivées partielles renfermées dans l'éqna- 
tion ne sont relatives qu'à une seule variable. Il faut alors 
opérer comme si l'on avait une équation différentielle 
ordinaire, mais après Tinlégralion on remplacera les 
constantes arbitraires par des' fonctions arbitraires des 
autres variables indépendantes. Soit, par exemple, 

du 

en regardant j" comme une constante, on a, 
tt z=z x^y -i- C, 

et en remplaçant la constante C par une fonction arbi- 
traire de j-, 



Digitized by 



Google 



CIJNQUAJNTE ET UNIEME LEÇON. IJQ 

On trouvera de même que rinlégrale de réquatîon 



du 
xy 

est 



xy ---■\- au. 
dy 



^[x) désignant une fonction arbitraire de x, 

644. Ce procédé peut quelquefois s'étendre à des équa- 
tions où entrent des dérivées partielles relatives à deux 
variables. Soit, par exemple, 

, , d"^ u du 

1-1 du 

bn posant — = ;?, on a 

dp 

équation linéaire du premier ordre qui donne 

(2) p z=z e-°r f{x) -H X jye^rdy , 

d'après la dernière formule du n° 511, ou la constante 
arbitraire C est remplacée par la fonction arbitraire cp [x). 
Si maintenant on intègre l'équation (2) par rapport 
à a:, on aura 

u =2 er^T {f^{x)dx-\ — x"^ e^'v Xyt^^dy -f- ^ (j), 

HJ") désignant une fonction arbitraire dej*. 
Comme d'ailleurs 



h 



ye°rdx = — {ay-^i), 



et que f(f{x)dx peut être remplacé par une fonction 
arbitraire x(^)» on aura définitivement 

a = ^{y)+ e-^fxi^} -^ ^"J («7 - O- 

12. 
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ÉLIMINATION DES FONCTIONS ARBITRAIBES. 

645. Si entre Téquation 

et sa différentielle 

r/F , dF ^ 
dx dy 

on élimine la constante arbitraire c, Féquation résultante 

exprimera une propriété commune à toutes les équations 
que Ton obtient en donnant à c différentes valeurs, et, 
par suite, une propriété relative à la tangente de toutes 
les courbes représentées par l'équation (i). 

Un théorème analogue a lieu pour les équations où 
entre une fonction arbitraire de deux fonctions des 
mêmes variables. Soient, en effet, 

deux fonctions déterminées des variables x^ y^ z\ éta- 
blissons entre a et 6 une relation arbitraire 

(3) e = <p(a). 

Posons 

dz dz 

et différentions, tour à tour, l'équation (3) par rapport à x, 
et par rapport à j^j nous aurons 



d% d^ ,, ^ [dx dx \ 

d^ -, , ( da, doL \ 



(4) 

^^' ' d^ d^ ,, , dci 



en éliminant la fonction ^'(a) entre ces deux équations, 
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nous obtiendrons une équation de la forme 

P, Q, V étant des fonctions de x^y,^ z. 

Celte équation exprime une propriété commune à 
toutes les équations de la forme 

S=:y(a) 

et, par conséquent, une propriété commune aux plans 
tangents de toutes les surfaces que ces équations repré- 
sentent. 

646. On arriverait encore à l'équation 

si les fonctions a et 6 étaient liées entre elles par une 
équation de la forme 

(i) ç(a,ê) = o. 

En effet, on aurait, en différentiant 1 équation (i) par 
rapport k x elhj^ 



(2) 



/ df^ (doL d% \ //ep fd^ r/6 \ 
\di\dJo^diP)'^ dl \di -^ Tz^) = ^' 

\ £/a \dy ^ dz^)^ r/6 \dy dz V 



Ces deux équations ne renferment que le rapport des 
deux dérivées partielles — ? ^- En éliminant ce rap- 
port, on retombera évidemment sur une équation de la 

forme 

P;? -f. Q(7 = V. 

647. On ramène à l'un des cas précédents l'équation 

(0 F[-^,r, 2J, (p(a)]==o, 

F étant une fonction déterminée, ç(a) une fonction 
arbitraire, et a une fonction déterminée fi{x^j^z). 
En effet, si Ton pose 

(2) f(a) = 6, 
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l- . d'où résulte 



i8a COURS d'analyse. 

on aura 



F(«,j, a, 6) = o, 



(3) 6=/,(x,7, z). 

Ainsi, Téquation (i) établit une relation arbitraire entre 
deux fonctions déterminées des variables x^y et z, 

648. Soient maintenant trois fonctions déterminées 
de quatre variables, a:, y^ z et u^ savoir : 

(i) a=/,(a;,j, «, a), 6r=/,(x,^, z, «), 7=/3(jr, j, z, «), 

|- et cp une fonction arbitraire ; supposons que Pou ait Fé- 

^f quation 

Y (2) ç(a,e,7) = o. 

Jr Posons, pour abréger, 

\ du du du 

[ et différentions l'équation (2), tour à tour, par rapport 

\- k x^ y et z] nous aurons 



da, 



\^ rfa^/ é/6 \c/x ^ é/«^/ ^7 \rf^ ^ du ^1 
^ '^ \da\dx^ du^J d^\dr^du^J^dy\dj^du^) 



d^ /. 



//z É?a / d^ \dz du ) d'^ \dz du ] 



L'élimination des rapports -—-l^i 3^ • t^ entre ces 

*^^ doL dy «5 dy 

trois équations conduira évidemment à une équation 
aux dérivées partielles de la forme 

(4) P/>-f-Q^4-Rr = V. 

649. Plus généralement, toute équation 

(l) ç(a, €,...,>, f*)=o, 

OÙ cf désigne une fonction arbitraire, el a, 6.. .. , À, fjt, des 



">» 
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fonctions déterminées de m 4- 1 variables, conduira, par 
le même procédé, à une équation linéaire aux différen- 
tielles partielles à laquelle devront satisfaire les fonctious 
a, 6, . . . , fji, quelle que soit la fonction (f. 

650. Exemples : 

1° 2 4- jr = ç(.r-hj). 

En différentiant, tour à tour, par rapport à x eiky, 
on aura 

d'où l'on conclut 

/> — 7 + I = o. 

On aura par la difTérentialîon 



- = ^.,'Q. 



En éliminant ^ (-) et ç'f- ) entre les trois équations 
précédentes, il viendra 

ou 

dz dz 

dx dj 

On retrouve ainsi une propriété connue des fonctions 
homogènes (I, 178). 

ÉQUATIONS XINÉAIRES DU PREMIER ORDRE A DEUX 
VARIABLES INDÉPENDANTES. 

651. Soit 

(l) P/? + Q7 = R 

une équation dans laquelle P, Q et R désignent des 
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/. fonctions données de x^ j' et z-^ p et q les dérivées par- 

tielles ^> ^' Intégrer celle équation, c'est trouver une 
^ autre équation 

f M F(.r,j,z) = 0, 



telle, que les valeurs de p eide q qui s'en déduisent ren- 
dent identique l'équation (i). Or, nous, venons de voir 
qu'on parvient à une équation telle que (i) lorsque deux 
fonctions 

(3) «=/(a:,^,z), 6=/,(a:,^,«), 
étant liées par une relation quelconque 

(4) <x = t(6), 

on élimine la fonction arbitraire (f. Dès lors il est naturel 
de chercher à satisfaire à l'équation (i) par une équation 
de la forme (4). 

652. Supposons donc que l'intégrale de l'équation 

(1) p^+Qy=:R 

soit 

(2) « = 7(6), . 

a el 6 étant des fonctions inconnues de x^y et z. On tire 
de l'équation (2) 



(3) 



(dot. doL ,.^^(d^ d^ \ 



11 faut qu'en éliminant p et q entre les équations (i) 
cl (3) on retombe sur une équation identique, ou qui 
devienne identique en ayant égard à l'équation (2). 

Si l'on ajoute les équations (3) après les avoir multi- 
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pli ces respectivement par P et Q, on aura 

ou bien, en ayant égard à Fëquation (i), 

Or, on satisfera identiquement à cette équation, quelle 
que soit la fonction cp, en choisissant les fonctions a et S 
de telle sorte que l^on ait 

!_ doL ^ da ^ da 

et ces conditions seront remplies (629) si l'on prend pour 
a et 6 les fonctions y*(j:,j^, z)^fi (•^îJK? ^l? ^^h égalées à 
des constantes, donnent les intégrales des équations si- 
multanées 

dx djr dz 

D^ailleurs, toute intégrale 

(6) F(ar,7, «)=:0 

de Téquation (i) peut être mise sous la forme (2), En 
effet, on tire de Téquation (6) 

• dx ' dz df * dz 

et ces valeurs étant portées dans l'équation (1), qu'elles 
doivent rendre identique, puisque F = o est une inté- 
grale, on aura 

^d¥ ^d? ^dF 



Digitized by 



Google 



i86 COURS d'analyse* 

d'où Ton conclut (632) que F est une fonction de a et de S. 
Donc l'équation (6) équivaut à une relation, a = 9(0), 
entre ces deux fonctions. 

De là résulte que non-seulement Téquation (2) 

a=:ç(6), 

dans laquelle a et 6 désignent des' fonctions qui rem- 
plissent les conditions (5), et cp une fonction arbitraire, 
satisfait à Téquation (1), mais encore que c'est Téquation 
la plus générale qui résolve le problème. 
On arrive donc à cette conclusion : 

Si 

/{^> Xy «) = Cy fi (x, j, z) = c' 

sont les intégrales du système 

dx dy dz 

¥^~ q"~ r' 
et si Von pose 

V intégrale de V équation 

sera 

« = ?(€), 

(f désignant une fonction arbitraire, 

653. On satisferait encore à Téquation (4) 

en posant 

^da, ^doL ^ doL ,.^. 

ou bien 

^^6 ^^6 ^€/6 1 

éLc ^£/j dz y\5) 

Mais ces nouvelles solutions, n'établissant pas en géné- 
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. ral de relation entre les fonctions a et S, ne rentrent pas 
dans l'intégrale 

et constituent, le plus souvent, des solutions singulières. 

654. On doit remarquer que Tinlégrale a = ç (6) con- 
viendrait encore aux équations 







P^ + R^ 
dx dz 


= Q, 








^ dx _ dx 
^ dy dz 


= P, 




dont r 


Intégration 


dépend du même système 


d'équations 


simultanées 












dx dy 
P ~Q- 


dz 
R* 




655. 


Exemples 


; 







1° xp — yqz=io. 

Il faut chercher les intégrales des équations 

dx dy dz 

X y O ' 
ces intégrales sont 

zzzrc, xyz=c'\ 

donc Péquation proposée est satisfaite par 

z:=±^[xy), 

9 désignant une fonction arbitraire. 

2® px^ — qxy = — j '. 

Il faut intégrer les deux équations 

dx dy dx dz 

x^ ncy x^ y^ 

La première revient à 

dr dy 






d'où 6 = xy. 
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La seconde revient à 






On en conclut 






z^zlVx-^+d, 


d'où 






Ct = Z -r— • 

5x 


Donc Tînlégrale cherchée est 




«-g = ?(-7), 



(f désignant une fonction arbitraire. 

3*» p — qz=zO, 

Solution : z^=: <^[x -\- y). 

4« py — qx — o. 

Solution : z = y ( x-^ -t- j '^ . 

ÉQUATIONS QUI REA FERMENT LES DÉRIVÉES d'uKB FONCTIO» 
DE TROIS VARIABLES INDÉPENDANTES. 

656. La méthode suivie dans le cas de deux variables 
indépendantes peut être facilement généralisée. Nous 
examinerons seulement le cas d'une équation du premier 
ordre renfermant les dérivées d'une fonction de trois va- 
riables indépendantes. 

657. Soit proposé d'intégrer l'équation 

(i) P/>4-Q7 + Rr= V, 

dans laquelle P, Q, R, V sont des fonctions de quatre 
variables x^y^ z^ zi, et /?, y, r désignent les dérivées par- 
tielles de w, Considérée comme fonction de a?,/, «, savoir: 

du du du 
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Posons 

(2) \ 6=/,(ar,7,2, «), 
( 7=:/,(a:,j,2, a), 

fi fi9 /* étant des fonctions inconnues de x^ y^ z^ u. 
Soit 

(3) a = y(S,7) 

Vinlégrale de Tëquation (i). 
On tire de Tëquation (3) 

d(x doL 
dx du 



? ' 



: dfû IdZ dt \ do fdy dy \ 

,,.] da da, do ( d^ d^ \ do l d-i df \ 

doL doL _^dff fd^ rfê \ d<f/d2 ^ \ 
dz du d^ \dz du ) d'^ \dz du j 

Ajoutons ces trois dernières équations, après les avoir 
respectivement multipliées par P, Q, R. Il en résultera, 
en ayant égard à l'équation (i), 

I dx djr dz du 

^^> =à\^T.'^'^Ty-^^Tz^''dà) 

Or, celte équation sera satisfaite, quels que soient ^ et 

~, etj par conséquent, quelle que soit la fonction ç, si 

7 
Ton prend les fonctions inconnues a, 6, y, de telle sorte 

que 

soient les intégrales du système 

. . dx dy ^__ dz du 
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puisque les trois fonctions (6) rendent identique Téqua- 

tîon 

^dB ^dB ^dB „rfÔ ,^^^, 

Donc, a, S^ y étant ainsi déterminées et cp désignant 
une fonction arbitraire, Féquation (3) sera l'intégrale 
de Téquation proposée (i). 

On prouvera, d'ailleurs, qu'on a la solution la plus 
générale du problème proposé en faisant voir, comme au 
n** 652, que toute intégrale de 1 équation (i) équivaut à 
une relation entre les fonctions a, 6, y, 

658. On remarquera, comme dans le cas de trois va- 
riables (654-), que la résolution du système (6) fournira 
rintégrale de chacune des équations suivantes : 

dz dz dz 

dx dy du ' 

dx dz du 







^ dx ^ d.v 

^dx di 


dx 

-}- V — =: P. 

du 


659. 


Exemple : 






(0 




du 
dx 


du 


du 
-^ z—-=zmu 
dz 


Il faut d'abord intégrer le 


système 


on en 


déduit 


dx _ 

X 




dz du ^ 
~ z mu^ 






s=- 


z 

X ~ 




et, par 


suite. 









:af^^ 



\x' xj' 



c'est-à-dire que u est une fonction homogène du degré m 
des variables x^y^ z. L'équation (i) exprime, en effet, 
une propriété connue dés fonctions homogènes (I, 178). 
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EXERCICES. 



i . Intégrer l'équation à différentielles partielles 



Solution : 



-A"^)- 



2. Déterminer une surface telle, que le plan tangent mené par 
un point quelconque M rencontre une droite donnée île position en 
un point qui soit également distant du point M de la surface et d'un 
point fixe pris sur la droite donnée. 

Solution : Prenant le point fixe pour origine et la droite donnée 
pour axe des z, l'équation de la surface est 

ç désignant une fonction arbitraire. 

3. Déterminer une surface telle, que le plan tangent mené par un 
pofnt quelconque M rencontre une droite donnée de position en un 
point dont la distance à un point fixe pris sur cette droite soit égale 
à la distance de ce point fixe au point ^ de la surface. 

Solution : Mêmes axes : 



5J + /^m^tmt^' = 7 (^y 
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CINQUANTE-DEUXIÈME LEÇON. 

APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DES ÉQUATIONS AUX 
DIFFÉRENTIELLES PARTIELLES. 

Surfaces cylindriques, — coniques, — conoïdes. — Surfaces de rcTolu- 
tion. — Lignes de niveau, — de plus grande pente. 



SURFACES CYLINDRIQUES. 



660. On appelle surface cylindrique toute surface 
ODgendrée par une droite indéfinie MN qui se meut pa- 
rallèlement à une droite donnée OD, en s'appuyant con- 
stamment sur une courbe donnée AB, nommée directrice. 

Soient 



(«) 






les équations de la génératrice MN : a et & sont des coeffi- 
cients constants qui expriment que MN est toujours paral- 
lèle à OD ; a et 6 désignent des 
paramètres variables avec la po- 
sition de la génératrice. Soient 



Fig. 117. 




( F,(^,7,z) = o, 



les équations de la directrice AB. 

On exprimera que cette courbe 
et la génératrice se rencontrent, en éliminant x, j^ et z 
entre les équations (i) et (2). Si 

(3) y(a, 6)=rO 

est le résultat de cette élimination, il faudra, pour avoir 
Téquation de la surface cylindrique, éliminer a et 6 enire 
les équations (i) et (3), ce qui donne 
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OU 

(4) / — bz=z^ [x — az)y 

^ désignant une fonction quelconque. C'est Téquadon 
la plus générale, en quantités finies , des surfaces cylin- 
driques. 

661. Réciproquement, toute surface dont l'équation a 
la forme (4) est cylindrique, car cette surface contient les 
droites parallèles qui ont pour équations 

X — az = a , 

y — bz=:^y 

es constantes a et 6 satisfaisant à Féquation 6 = 4> (a). 

662. Pour avoir l'équation aux différentielles partielles 
des surfaces cylindriques, on différentiera Téquatiôn (4), 
tour à tour, par rapport à x et à j^ : en posant 

dz dz 

on â 



— hp:=.^* [x — az") (i — û/? ) , 
I — hq=z — ^'[x — az) yc^ aq^ 
d'où résulte, en éliminant 4>'(a: — az) , 

(5) ap^bq = l, 

équation générale, aux différentielles partielles, des sur- 
faces cylindriques. 

663. Cette équalion exprime que le plan tangent à la 
surface est toujours parallèle aux génératrices. 

En eifet, le plan tangent mené par un point quel- 
conque (x, /, z) de la surface a pour équation 

et la condition pour que ce plan soit parallèle à la droite 

X = ûZ, Y=*Z, 
est, comme Ton sait, 

ap -{- bq =zi. 
Storm.— ^/z.. II. l3 
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664. Pour intégrer l'équation, aux différentielles par- 
tielles, des surfaces cylindriques, | 

ap -h ifg = ij ! 

il faut d'abord (652) intégrer le système 
rI.T dy 

T = T- = '''' 

a o 

ce qui donne 

X — û3=:c, y — èzzzzc'j 

par conséquent, l'équation ç (j: — ^z^ y — Jz) = o, ou 

y — bz-=^^[x — az) , 
est Tinlégrale cherchée. 

665. La fonction arbitraire 4>, qui entre dans l'inté- 
grale générale, peut être déterminée par diverses condi- 
tions. 

Si, par exemple, on veut que la surface cylindrique 
passe par une courbe donnée % 

(j) Y[x,y,z) = o, Y,[xyy,z)z=iOj 

on posera 

(2) X — az = QL, y — èz = 6. 

Les équations (i) et (2) doivent être satisfaites par les * 

mêmes valeurs de x^j^ r, pour que tous les points de la 1 

courbe soient sur la surface. En éliminant x^ y. z entre I 

ces quatre équations, on trouvera une relation telle que 

y (a, 6) = o , d'où 6 = 4> (a) •, on aura donc par ce calcul i 

la forme particulière de la fonction 4>. I 

! 

666. Si la surface cylindrique doit être circonscrite a 1 

une surface donnée I 

(i) F(j:,j, z) = o, 

on commencera par déterminer la courbe de contact, ce 1 

qui ramènera le nouveau problème au précédent. Or, 
l'équation (i) est déjà une des équations de cette courbe. 
On obtiendra une seconde équation en exprimant que la 
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surface donnée et le cylindre ont le même plan tangent en 
chaque point de cette courbe. 

Le plan tangent à la surface (i) a pour équation 






dz 



L'équation du plan tangent au cylindre est 

Z — z = /? (X — j:) H- y ( Y — j) : 
on aura donc 



d¥ 
dx 



dF 



dz dz 

En portant ces valeurs dans Téquation 

d¥ 



on aura 

(2) 



dx 



,d¥ dF 

b 1 = o, 

dy dz 



Les équations (i) et (2) déterminent complètement la 
courbe de contact. 

SURFACES CONIQUES. 

667. On appelle surface conique une surface engen- 
drée par une droite indéfinie KN qui passe par un point 




Fig. 118. 



:^ 



/ 



to 



fixe K, et rencontre constam- 
g ment un^ courbe donnée ANB, 
X nommée directrice. 

Soient û, i, c les coordon- 
nées du point K. La généra- 
Ê~ trice KN sera représentée, àau< 
une de ses positions, par k» 
équations 
X — a=:a(z — c), 
J — ^ = 6(2 — c), 

li 
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oc ei S étant deux paramètres qui varient avec la position 
de la génératrice. Pour exprimer que cette droite ren- 
contre la courbe A6, on éliminera x^ y et z entre les 
équations (i) et les équations 

(2) F(x, j, z) = o, F.(ar, j, 2;) = o, 

fini représentent la directrice ANB. On obtiendra ainsi 
une relation 

(3) (p(a, 6)=:o; 

en éliminant ensuite a et S entre les équations (i) et (3), 

(07 — a Y — h\ 
j = O , OU 
Z — C Z 'C J 

. 0. Y -- à [x — a\ 

^^' s — c \z — c I 

équation générale, en quantités finies ^ des surfaces co- 
niques. 

668. L'équation (4), différentiée successivement par 
rapport à x et à ^, donne 

En éliminant ^' ( ^ j entre ces équations, on aura 

(X — ^)P _ z^c^[x^a)p 

z — c — [x — b)q (x — a)q ' 

d'où 

(5) z-'Cz=z{x — a)p-^(y-^b)q, 

équation aux différentielles partielles des surfaces co- 
niques. 

669. Pour intégrer Téquation (5) , on résoudra le 
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dx dy dz 



Ï97 



X — a y — b z — c 
qui a pour intégrales 



c, l^=.a. 



ce qui donne 



Z C \z — c I 



c'esl-à-dire l'équation (4). La fonction arbitraire 4> sera 
déterminée par la condition que la surface conique passe 
par une courbe donnée, ou soit tangente à une surface 
donnée. La marche à suivre pour résoudre ces problèmes 
est indiquée aux n*** 66S et 666. 

SURFACES COAOÏDE8. 

670 On appelle surface conoïde toute surface engen- 
drée par une droite parallèle à 
un plan donné, nommé plan 
directeur, et qui est assujettie 
à rencontrer une droite et une 
courbe données. 

Prenons pour plan des xy un 
plan parallèle au plan directeur, 
et pour axe des z la directrice 
rectiligne. 



Fig. 119. 




Soient 



(0 



F [x,x,z) = Oy 



les équations de ta directrice curviligne AB. 
Les équations de la génératrice MN seront 

(2) « = «> X = ^x^ 

et si Ton élimine x,/, z entre les quatre équations (i) 
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et (2), on aura une certaine équation 

(3) ç(a, 6) = o 

exprimant que la génératrice MN rencontre la directrice 
AB. Si donc on élimine a et 6 entre les équations (a) 

et (3), on aura ç f «, - J == o, ou 

(4) .=*(-r): 

î'esl, en quantités finies j Téquation des surfaces co- 
loïdes. 

671. En différentiant l'équation (4)9 on aura 

[ d'où l'on conclut 

[ (5) /wr -4-^ = 0, 

équation aux différentielles partielles des surfaces co- 

\t noïdes. 

\. Cette équation exprime que le plan tangent en un point 

^, quelconque M, contient la génératrice correspondante. 

\ En efiet, si dans Téquation du plan tangent 

y Z — z r= yo (X — J?) -h <7 (Y — 7) 

\r on fait X = o, Y = o, il en résultera 

^ Z — z-= — px — qy=zOy d'où Z = «. 

Le plan tangent rencontre donc Taxe des z au même point 
[ \ que la génératrice KM, et, par suite, il contient cette 

^ droite avec laquelle il a déjà le point M commun. 

Ç 

^. SURFACES DB RÉVOLUTION. 

f, 672. Les surfaces de révolution sont celles que Ton 

% obtient en faisant tourner une certaine courbe autour 

^ d'une droite fixe, nommée a^e de révolution. 



"N 
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Pour plus de simplicité prenons l'origine sur l'axe OD. 
Soit AMB la courbe génératrice. Dans le mouvement de 



Fig. 120. 




cette ligne chacun de ses 
points décrit une circonfé- 
rence, et Ton peut considé- 
rer la surface de révolution 
comme le lieu des circon- 
férences de cercle qui ont 
leurs centres sur l'axe, leurs 
plans perpendiculaires à cet 



axe, et qui 


rencontrent la courbe AB. 


Soient 






a b 


(0 


* = ë'' ^ = ô» 



(2) 



(3) 



les équations de la droite OD, et 

^a ^y2 -^z^ ^oif 
ax -^ by -^ cz z=i ^ 

les équations du cercle mobile, considéré comme l'inter- 
section d'une sphère, ayant son centre au point 0,et d'un 
plan perpendiculaire à l'axe OD. 

Soient 

F (.r,^, 2) = o, 

les équations de la courbe AB. En exprimant que le cercle 
et la courbe se rencontrent, on parviendra à une certaine 
relation 

(4) ?(«, s)i=o, 

et si l'on élimine ensuite a et 6 entre les équations (a) 
et (4), on aura 

f (j?^ •+■ j' -I- zS ax->r by -\- cz) = o 
ou 

(5) ax H- Zrr -t- C3 = * (^^ -f- j* -H 2'), 

équation générale, en quantités finies, des surfaces de 
révolution. 
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673. Pour obtenir TéqualioD aux diflerentîelles par- 
tielles, on différentiera Téquation (5), ce qui donnera 

fl -+- f/> = 24>'( j:' -+-^* ■+■ z') far -h z/?), 
b-^cq = 2^'{x^ -f 7» -*- z») (X -h «^), 

d^où, en éliminant la fonction 4>', 

a -h cp X -\- zp 



"> 



b-^cq jr '\-zq 

et, par suite, 

(6) {cX'—hz)p H- (az-~cx)^ = ^j: — ûj, 

équation aux différentielles partielles des surfaces de 
révolution. 

674. Cette équation exprime que toutes les normales 
d'une surface de révolution rencontrent l'axe. 

En effet, si Ton élimine X, Y, Z entre les équations 
de la normale 

I X — ar-f-/?(Z — z)=:o, 

et les équations de Taxe 

(8) X = -Z, Tr=-Z, 

^ ' c c 

on retrouve précisément l'équation (6). 

675. Pour intégrer l'équation 

(i) [cy — lf^)p "^ (** — ^^) q = àx — ax9 

il faut commencer par intégrer les équations simultanées 

dr djr dz 

cy — bz az — ex bx — ay 

Or, si l'on représente par dt la valeur commune de ces 
trois rapports, il en résultera 

Idx-=i [cy — bz)dtj 
dy=:{az — cx)dt, 
dz = [bx — ay)dt* 



Digitized by 



Google 



CINQUANTE-DEUXIÈME LEÇON. 201 

En ajoutant ces trois dernières équations multipliées 
respectivement par x, y, z, on trouve 

xdx -I- jrdy -f- zdz = o, 
d'où 

Si Ton ajoute les mêmes équations respectivement mul- 
tipliées par a, £, c, on a . 

adx -4- bdjr -f- cdz = o, 

d'où 

ax -\- bx -^ czz= C'. 

Donc l'intégrale générale de Féquation (i) sera 

(3) ax-\- bf -f-cz=:<t(x»-|-j^-hz2). 

676. Les équations (i) et (3) prennent une forme plus 
simple quand OD est Taxe des z. Elles se réduisent à 

py^qx=zOy 

On pourrait les trouver directement, 

DES LIGNES DE NIVEAU ET DES LIGNES DE PLUS GRANDE 
PENTE. 

677. Soit une surface 

rapportée à trois axes de coordonnées rectangulaires, et 

supposons le plan des xy horizontal. On appelle lignes 

de niveau les sections faites dans cette surface par des 

plans horizontaux. Une ligne de niveau aura donc pour 

équations 

z = hy f{x,x) = hy 

h désignant une constante. On tire de la seconde équation 
dx dy dx 
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OU 






dx q 



et cette relation entre les dérivées partielles p et g aura 
lieu quel que soit h, lie exprime que la tangente à la ligne 
de niveau, en un point M de la surface, est parallèle à la 
trace horizontale du plan jlangent mené à la surface par 
ce point. 

Si Téquation de la surface était F (a;, y, z) = o, on 
obtiendrait Téquation différentielle des lignes de niveau 
en éliminant h entre les équations 

F(x,r,/O=o, _4--- = o. 

678. On appelle ligne de plus grande pente d'une 
surface, une courbe qui, en chacun de ses points, a pour 
tangente celle des tangentes à la surface, en ce même 
point, qui fait le plus grand angle avec le plan horizontal. 
Quand la surface est plane, la ligne de plus grande pente 
est une droite perpendiculaire à la trace horizontale du 
plan. Dans le cas général, la tangente à la ligne de plus 
grande pente, en un point M de la surface, doit être per- 
pendiculaire à la trace horizontale du plan tangent au 
point M. Par conséquent, la projection horizontale de 
cette tangente sera aussi perpendiculaire à la trace du plan 
tangent. 

Or, le plan tangent au point M (jc,j^, z) ayant pour 
équation 

z~^=/>(x-^)+^(Y~r), 

les équations de sa trace seront 

Z = o, — z =p (X — d?) + g (Y —y\ 

Le coefficient angulaire de cette trace est — -• Celui d^ 
la projection de la tangente à la courbe de plus graude 
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dx 



pente est-^» On aura donc 



' dx p 

OU 

pdjr z=qdxy 

équation difîérentielle qui représente les projections, sur 
le plan horizontal, de toutes les courbes de plus grande 
pente. 

679. La tangente à la courbe de plus grande pente qui 
passe par le point M, étant perpendiculaire à la trace ho- 
rizontale du plan tangent, est aussi perpendiculaire à la 
tangente menée à la courbe de niveau par le point M; de 
sorte qu'iiwe ligne de plus grande pente coupe à angle 
droit toutes les lignes de nii^eau, et réciproquement toute 
courbe qui jouit de cette propriété est une ligne de plus 
grande pente. 

Il résulte de là que dans une surface de révolution dont 
Taxe est perpendiculaire au plan des jcy^ tous les méri- 
diens sont des lignes de plus grande pente, puisqu'ils 
coupent à angle droit les parallèles qui sont évidemment 
des courbes de niveau. 

680. Appliquons les théories précédentes à rellipsoïde 

Les lignes de niveau seront représentées par les équa- 
tions 

elles ont donc pour projections, sur le plan des xy^ des 
ellipses semblables à Tellipse principale qui est située 
dans ce plan. 
Pour obtenir les lignes de plus grande pente, il faut in* 
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tégrer Téquation 

(l) pdx = qdx, 

" "aïs ici on a 

c^x c^jr 

En substituant dans l'équation (i) et simplifiant, on 
ira 

xdx ydx 

uation dans laquelle les variables se séparent immédia- 
ment. On a 

jr X 

où 

y est une constante qu'on détermine en exprimant que 
courbe cherclice passe par un point donné. Par exem- 
e, si l'on veut avoir la ligne de plus grande pente qui 
isse par le point dont les coordonnées sont 

J? = «> r=0, 2 = 0, 

\ aura, en substituant dans Téquation (3) , 

OÙ y == o. Donc 

t l'équation de la projection horizontale de la ligne 
lerchce : en d'autres termes, la ligne de plus grande 
mte est Tellipse principale située dans le plan des zx, 
est évident, en effet, que cette ellipse coupe à angle 
*oil toutes les courbes de niveau. Il en est de même de 
intersection de la surface par le plan des zj. 

681. Si Ton cherchait la courbe de plus grande pente 
issant par un sommet situé sur l'axe des 2, l'équation 

;) ^»*=(7'}" 
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se réduirait pour ce point à 

= 0, 

et ne déterminerait pas y. Cela doil être, car en ce point 
le plan tangent à la surface est horizontal, et la courbe 
de niveau se réduit à un point. Toute droite passant par 
ce sommet, et située dans le plan tangent, peut donc être 
considérée comme perpendiculaire à la ligne de niveau, 
et, par suite, comme tangente à une ligne de plus grande 
pente. 
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CINQUANTE-TROISIÈME LEÇON. 

SUITE DES APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DES ÉQUATIONS 
AUX DIFFÉRENTIELLES PARTIELLES. 

Surfaces déTeloppables. — Intégration de Téquation des surfaces déve- 
loppables. — Surfaces réglées. — Équation de la corde vibrante. 



DES SURFACES DÉVELOPFABLES. 

682. On noitiine surfaces développables celles qui 
étant supposées flexibles et inextensibles peuvent s'appli- 
quer sur un plan sans déchirure ni duplicature. Telles 
sont les surfaces cylindriques et les surfaces coniques. 

Toute surface développable peut être considérée comme 
étant le lieu des tangentes à une certaine courbe, nommée 
arête de rebronssemenl de la surface. Il n'y a d'exception 
que pour le cône, où l'arête de rebroussement se réduite 
un point, et pour le cylindre, où cette courbe passe à 
l'infîni; mais comme nous avons déjà examiné ces cas 
particuliers, nous en ferons abstraction dans ce qui suit. 

683. Soient 

les équations de l'arête de rebroussement. Les équations 
de sa tangente en un point (a, 6, y) seront 

(x-/(7)=./'(7)(^-7), 

- lr-<p(7) = ?'{7)(*--7).. 

En éliminant 7 entre ces équations, on aura l'équation 
de la surface développable. Mais au lieu d'opérer cette 
élimination qui ne peut se faire qu'en particularisant la 
forme des fonctions/ et 9, nous allons chercher une équa- 
tion aux dérivées partielles, indépendante de ces fonctions 
et qui exprimera une propriété commune à toutes les 
surfaces développables. 
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684, Les équations (2) délerrainent z ei y quand x 
et j sont connus. On peut donc considérer -r et 7 comme 
des fonctions de x et de j. En différentiant, tour à tour, 
ces équations par rapport à a? et à j-, on aura 

-/'(v)S=/'(7)(/'-g)+/''(7)(.-7)^^- 



(3) 



dx 



-?'(7)g=/(7)(/'-£)+.".7)(^-7)Ê. 
>-?'(7)J=?'(7)(7-J) + ?"(7)(»-7)J' 



(4) 



\ 



ou bien , en simplifiant, 

'=/'/'(7)-+-/''(7)(*-7)^' 
o = 7/'(7)+/"(7)(^-7)J' 
o = /'?'(7)-+-?"{7)(«-7)^' 
i=<7?'(7)+?"l7)(*-7) J- 
En éliminant, entre ces quatre équations (s — y) -—■> 
(2 — y) ^ et 7, il restera une relation entre p et ^, 



(5) 



p = u[q). 



équation du premier ordre qui convient à toutes les sur- 
faces développables, mais dans laquelle il entre encore 
une fonction arbitraire. 

685. Ce résultat s'accorde avec ce que nous avons 
trouvé pour les surfaces cylindriques dont l'équatiou aux 
différentielles partielles est 

ap -i-bqz=z\. 
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II semble qu'il y ait exception pour les surfaces co- 
niques dont l'équation aux différentielles partielles est 

(a? — fl) /> -4- (j — ^) y = z — c; 
mais si l'on prend Téquation en quantités finies 



'-^=''('jir7)(^-'')' 



on voit que z — c étant une fonction homogène du pre- 
mier degré de j^ — 6 et de x — a^p eiq seront des fonc- 
tions homogènes, et du degré o, des mômes différences 
(I, 177) •, on aura donc 

et, en éliminant on obtiendra une relation entre p 

et q. Cette relation dépendra de la fonction cp, tandis que, 
dans l'équation des surfaces cylindriques, la relation 
entre /? et ^ ne dépend que des constantes qui définissent 
la direction des génératrices. 

686. L'élimination indiquée n® 684 peut se faire 
comme il suit. En ajoutant la première et la troisième 
équation du système (4)» respectivement multipliées par 
cy"(7) et —f"[y), on aura 

(5) f (7) = />[/(7) y"(7) - f (7)/"(7}]. 

La seconde et la quatrième équation traitées de la 
même manière donnent 

(6) /'(y) = 1 b'{t)f''{u) -/'(7)?"(7)]. 

Il ne restera donc plus qu'à élitniner y entre les deux 
dernières équations. 

687, Soit 

(7) P^^[9) 
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Téquation au-x dérivées partielles, du premier ordre, 
résultait de T élimination précédente. Posons 



dx 


d^z 
' dx^ 


= ^ 


dp _ 


' dx 


d^z 


dy-^ 


~ dxdy'^ 


dq_ 


dH 
dy^ 


z=z /. 



En différentîant l'équation (7) , successivement par 
rapport à a: et à ^, nous aurons 

r=t3'[q)s, 
S=m'{q)t, 

d'où y en éliminant T3'[q)^ 
.(8) s^~-rtz=io, 

équation qui ne renferme aucune trace des fonctions par- 
ticulières / et cp. C'est Féquation aux dérivées partielles, 
du second ordre, des surfaces développables. 

INTÉGRATION DE l'ÉQUATION AUX DIFFÉRENTIELLES 
PARTIELLES DES SURFACES DÉVELOPPABLES. 

688. Puisque 

* = ^ = f^, 

dy dx 
l'équation 

(1) s^--rt=zo 
revient à la suivante 

(2) f^ fîZ _ f^ ^ ~ o 
dy dx dx dy * 

De là résulte que les dérivées partielles des fonctions p 

et q sont proportionnelles. Donc [Note à la fin de la leçon) 

Sturm.— -<^/i.. II. i^ 



Digitized by 



Google 



2IO COURS D AlîALYSE. 

p est une certaine fonction de q. Soit 



(3) 


p = ^{q); 


on aura 






1 ="•<') S^ 


mais 




donc 


dq dp 
Tx~"dj> 


(4) 


dp dp 



équation linéaire par rapport à p. Pour l'intégrer, il faut 
résoudre le système 

/7^— J^__dp 

axz=z — — z= 5 

X3{q) O 

dont les intégrales sont 

/? = a, 

J:uj'{q) -4-7=: 6. 
Une première intégrale de l'équation (i) est donc 

(5) a:a'{q)+x = F{p}, 

F désignant une fonction arbitraire, ou bien, à cause de 

Téquaiion (4)? 

xdp -\-jrdq = F {p) dq. 

Mais xdp -\-jdq est la différentielle de px -h qy — ^» 
donc 

(6) pa: -4-qx — z= h{p)dq. 

En éliminant p et q entre les équations (3), (5) et (6), 
on aura l'équation ic la surface, 

(7) ,x(-^jr»2)=o, 

qui renfermera deux f'^nctions arbitraires. 
689. Démontrons nu in tenant que l'équation 

(l) ^' — r/z=:o 

ne convient qu'aux surfaces développables. 
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Soient 

(2) p = Tj[q) 

Téquation du premier ordre qui résulte d'uiïe première 
intégration, et 

(3) '^[x,x,z) = o 

l'équation obtenue en intégrant une seconde fois. Pour 
démontrer que la surface que cette dernière représente 
est développable, il faut faire voir qu'on peut la considé- 
rer comme le lieu des tangentes à une certaine courbe : 

(4) ^-=/W, r = 7(^). 

Or, a, 6, y étant les coordonnées d'un point de cette 
courbe, on a vu (686) qu'on obtenait une relation entre 
p et ç en éliminant y entre les deux équations 

t'it) = p[f [i) t" il) -t' M /"[-,)], 



^^^ î/''(7) = î[?'(7)/"{7)-/'(7)?"(7)]. 

Pour que la surface développable dont l'arête de re- 
broussemeniest la courbe (4) coïncide avec la surface (3), 
il faut que l'élimination de y conduise à l'équation (a); 
par conséquent, on devra obtenir une ideiltité si l'on 
porte dans l'équation (a) les valeurs de y^ et de ^ tirées 
des équations (5), et l'on aura ainsi une première rela- 
tion 

(6) F[/'(7),/''(7),?'(7). ?''(7)] = o 

entre les fonctions/ et cp. On en obtiendra une seconde 

(7) x[7>/(7)» ?(7)]=o 

en exprimant que la courbe (4) est sur la surface (3). 
Les équations (6) et (7) font connaître f[y) et y (7). 
L'arête de rebroussement est donc complètement déter- 
minée, d'où résulte que l'équation (3) représente bien 
une surface développable. 

14. 
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DES SURFACES RÉGLÉES. 

I 690. Les surfaces développables sont un cas particulier 

[ des surfaces réglées^ c'est-à-dire de celles qui s'engen- 

drent par le mouvement d'une ligne droite. On nomme 
surface gauche toute surface réglée qui n'est pas déve - 
loppable. 
Soient 

f x = tfz H- a, 

les équations d'une droite : si a, A, a, S sont des fonc- 
tions d'une même indéterminée y, en faisant varier y 
d'une manière continue, la droite (i) se déplacera succes- 
sivement dans l'espace et engendrera une surface réglée. 
On aurait Téquation de la surface en éliminant y entre, 
les équations (i). 

Les quatre paramètres variables a, i, a, 6 étant des 
fonctions d'une même indéterminée, on peut considérer 
trois d'entre eux comme des fonctions du quatrième. On 
peut même considérer a, i, a, S comme des fonctions de x 
et àey. Car si Ton élimine z entre les équations (i), on 
aura une relation entre x^j et les paramètres a, i, a, 6, 
qui sont des fonctions de y. On peut donc dire que y, et, 
par suite, a, i, a, S sont des fonctions de x et de y. 

691. Différentions l'équation 

tour à tour, par rapport kx e\ ky^ en regardant a et a 
comme des fonctions de ces deux variables : nous aurons 



(2) 


da dx 


(3) 


da doL 
' djr djr 
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Ajoutons ces équations respectivement multipliées par — 

da , 

et r-: en observant que 

doL da da. da 

=^ o, 

dx djr df dx 

puisque a et a sont fonctions Tun de Tautre, comme étant 
fonctions du même paramètre y [voir la Note à la fin de 
la leçon), nous aurons 

,,. da I da da\ 

En diflTérentiant Téquation yz=zhz-\- 6, et remarquant 
dh 

même 



dh db • Il « da da , 

que — ? — sont proportionnelles a — ? — ? on aura de 



<»i ê=»('£-'l> 



da da 



Si maintenant on élimine le rapport — : — entre les 
équations (4) et (5), mises sous la forme 



da . . da 



il viendra 
ou 


(l — ap) (I — bq) — ahpq z= o, 


(6) 


ap -h bq = iy 



équation diflérentielle du premier ordre, renfermant seu- 
lementdeux fonctions, aei &, de Tindéterminée y. En ayant 
égard à cette relation, les équations (4) et (5) peuvent 
s'écrire 



(7) 



da ^ da 

dx dx ' 

,dbdb 
b -^ -ha -y =:o. 
dy dx 



Digitized by 



Google 



2l4 COURS d'analyse. 

692. Cherchons maintenant l'équatîon aux différen- 
tielles partielles du second ordre. En différentiant, tour 
à tour, Téquation 

ap -^ bq z=\ 

par rapport k x eij^ et posant 

f^— r ^ — ^ — j ^— / 
d.r ' dx dy^ ' dy ~~ ' 

nous aurons 

, da dh 

_ da dh 

as -h bt-\-p—--hq-—=:o. 

dy " dy 

En ajoutant ces équations multipliées, la première par a, 
la seconde par è, et en ayant égard aux équations (7), 
nous aurons 

à^r H- lahs -f- h'^t = o, 

a 
ou, en posant ~ = c, 

(8) c'r-+- 2C.V -h^ = o, 

équation du second ordre ne renfermant plus qu'une seule 
fonction arbitraire c. 



693. Soient 






d^z dr 

dx^ ^ dx~~^' 




dH dr ds 
dx^dy ~~ dy~~ dx 




d'z dt ds 
dxdy^ dx dy 




d^z dt 
dy^-lfy-''' 



Différentîons Téqualion (8), tour à tour, par rapport à 
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X ei k y : il viendra ^ 

de de ! 

r*« -+- 2CP -4- w -+- 2cr-- haj-7-;r:o, 

dx dx I 

é?r ci»* 

dj dx 

Multipliant la première parc et ajoutant, il en résulte > 

(9) c' a H- 3 c'i» -h 3 f w -+- u = o ; ; 

car c — + ^ est nul, en vertu de Tune des équations (7) , ) 

puisque, c étant fonction de ^j ^ ^^ ;y~ sont proportion- j 

,, , da da \ 

nelles a -7- et -r~« \ 

dx djr j 

L'équation aux dérivées partielles, du troisième or- : 

dre, résultera de l'élimination de c entre les équa- i 

tions (8) et (9). 

ÉQUATION DE LA GORDB VIBRANTE. ^ 

) 

694. On démontre en Mécanique que le mouvement ~\ 
des différents points d'une corde vibrante, fixée à ses 

deux extrémités, est représenté par Téquation aux déri- i 

vées partielles dfM second ordre • 

d^u d^u i 

A' p B -^ 

MP = M, AP = X sont les coor- 
données rectangulaires d'un point quelconque de la corde, , 
l'origine étant prise à Textrémiié A*, eX y désigne le ^ 
temps. j 

Pour intégrer l'équation (1), prenons deux nouvelles 
variables a et 6, liées aux variables x et j* par les équa- ■* 

tions *'i 

(2) a = X -h fl^, 6 = X — rtf^. 

Si de ces équations on tirait les valeurs de x et dej)^ en 
a et 6 , et qu'on les portât dans la fonction cherchée m, 




'k 
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cette dernière deviendrait une fonction explicite de a et 
de 6. On peut donc considérer u comme une fonction de 
a et de 6. On aura alors, à cause des équations (a), 

du du du 

dx doL dZ 

d^u d^n d^u d^ u 

d^^'^'d^'^^d^^'^'d^' 



l On trouvera de même 



d^u ^ dUi d^n d^te 

dj^ \ya» rfa^S rf6^ 



En portant ces valeurs dans Téquation (i), on aara, 
après les réductions, 

Cette équation est facile à intégrer. Elle peut s'écrire 
donc — ne dépend pas de a, et Ton a 



du 



xs désignant une fonction arbitraire. On en déduit 

u-=. j a(6)ûfê -4- ç(a), 

et, par conséquent, en représentant par ^ (6) l'intégrale 
t!j(S)dSy (p désignant encore une fonction arbitraire, 



/■ 



on aura 

c'est-à-dire 

(4) a = ç (x -4- ajr) + >Kx — ajr). 

Telle est l'intégrale générale de l'équation (i) 5 on peut 
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d'ailleurs la vérifier par la différentiation. On trouve 

—- ^^^ [x ^ ax) -^ ^" [x — ajr). 

On a donc bien 

'dj^ ~~^ 1^' 

695. LMntégrale générale contient deux fonctions arbi- 
traires cp et ip qui se déterminent par deux conditions 
distinctes. Ordinairement on suppose connues Tordonnéeu 

et sa dérivée — pour tous les points de la corde, à l'ori- 
gine du temps, c'est-à-dire pourj^ = o . Alors l'ordonnée, ii, 
et la vitesse verticale — de chaque point sont des fonc- 
tions données de x. Posons 

^ =/(*) j ^ =/i [^) j pour J = o. 

Oh aura, en faisant jr=o dans l'équation (4), et dans sa 
dérivée, par rapport à j^, 

De cette dernière on. déduit 

9{a:)^^(x) = ^ j/,{x)dr-hC = F(a:)-hCy 

F (x) étant une fonction connue, et C une constante arbi- 
traire. Par conséquent on a 

*W = ^[/W-F(^)-c]; 
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d'où 

« = ^[/(^ -h ay) -f./(ar — ûj) -4- F(x + ay)^T[a: — ay) • 

La valeur de u est complètement déterminée. Comme on 
devait s'y attendre, la constante C, introduite dans le 
cours du calcul, a disparu d'elle-même. 

Note. — Quand deux quantités a et a sont fonctions 
l'une de l'autre, leurs dérivées partielles sont porportion- 
nelles ^ car de 







a = (p{a] 


on tire 






d'où 


da 
dx 


dx da , . dcf. 

da da dx da 
dx* dy dx* dy^ 


ce qui revient à 








doc da d(x da 

= o, 

dx dy dy dx 



comme on l'a écrit n^ 691, p. ai 3. 

Réciproquement, quand les dérivées partielles de deux 
quantités sont proportionnelles, leurs différentielles to- 
tales sont aussi proportionnelles. Donc ces quantités sont, 
en même temps, variables ou constantes. Donc l'une d'elles 
est fonction de l'autre. 

EXERCICE. 

\. Discuter la surface représentée par l'équation 

[ayx + b{x'-hz')Y=b'ïi'x'-^b'{R^-a')z\ 

Solution : Surface engendrée par une droite assujettie à rencon- 
trer une droite donnée et deux circonférences données. 
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COURBURE DES SURFACES. 

Courbure à\\ne lig^ne située sur une surface. — Théorème de Meunier. — 
Courbure d'upe section normale. — Sections principales. — Variation 
des rayons de courbure des sections normales faites en un même point 
d'une surface. — Détermination des ombilics. 



COURBURE d'une LIGNE SITUÉE SUR UNE SURFACE DONNÉE. 

696. Soit 
l'équation d'une surface. Posons, pour abréger, 



dx 



d^z 



dz 
dH 



9^ 
dH 



= t. 



dx^ ^ dxdy ' dy^ 

Considérons une certaine courbe CL passant par un 

point M(x, ^, z) de la 
surface (i). Soit 6 l'angle 
que le rayon de courbure 
R de cette courbe au point 
M, dirigé suivant la droite 
MN, fait avec la normale 
MP à la surface, au même 
point. 

La normale MP ayant pour équations 

X — x-=. — /?(Z — z), 

fait avec les axes des angles dont les cosinus sont respec- 
tivement 

— p —y ___!__ 
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La droite MN fait avec les axes des angles qui ont pour 
cosinus (I, 292) 

,dx dy dz 

d — d— d — 

_ dl " dl ^ dl 

^-df' ^^dT' ^-df' 

en désignant par dl la difTérentielle de Tare de courbe. 
On aura donc 

/ X « ,> \ ^ ^^ '^ dl '^ dl 

{2) cosô = R-^ 



-) 

il/ 



Or, 
d'où 

Mais 
donc 



y/l+p'-f-ç' 
dz=pdx -^ q djr, 
jdz ,dx ,dr , dx , dy 

'^dî=f"^Ti-^i''di+'^^-di-^''^di' 

dpzurdx -^ sdf, dq =z sdx -^ tdy\ 



,dz ,fltr ,</r , , , ^dx , , . . dy 

'l^-pd-jj-9d-£=(rdx+sdjr)-+(sda: + td)j^. 



ou 



d± d± d^ 

dl dl " 



—P' 



^ dl \dl) ^ dl dl^ \dl) 



dl ^ dl 
On a, par conséquent. 



cos0 = R- 



d'où 

(3J ^_^ sfl-\-p''hq^CO%^ 



[dxY dx dy (dyy* 

•\-di)-^^'Tifi-^'\ii) 
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Mais -Tjt -T. sont les cosinus des angles que la tangente à 

la courbe considérée fait. avec Taxe des x et celui des y, 
eu désignant ces angles par a et 6, on aura 



^^' rcos^a -f- 2Jcosacos6-»- ^cos'ê' 

formule qui donne le rayon de courbure d'une section 
quelconque faîte dans une surface, en un point donné. 

697. La valeur de R devant être positive, il faut que 
cosd soit de même signe que le dénominateur. Ainsi, 
l'angle doit être aigu ou obtus selon que ce dénomina- 
teur est positif ou négatif, ce qui détermine dans quel sens 
le rayon de courbure doit être porté sur la direction de 
la normale principale. 

THÉORÈME UE MEUNIER. 

698. Si, dans la formule précédente, on suppose 
COS0 = dz I, c'est-à-dire si le plan osculateur passe parla 
normale à la surface, on aura, en désignant par p le rayon 
de courbure de la section normale, 

^ ' " rcos'a -h 2fcosacos6 -f- /cos'ê' 

et, par suite, 

(6) R = f)cos0. 

De là ce théorème dû à Meunier : Le rayon de courbure 
en un point cTune courbe quelconque tracée sur une sur- 
face est égal au produit du rayon de courbure de la 
section normale qui contient la tangente à la courbe, 
multiplié par le cosinus de Vangle que le plan de la 
section normale fait ai^ec le plan osculateur de la courbe, 

699. Si Ton considère deux courbes planes ayant la 
même tangente au point M et situées, Tune dans un plan 
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oblique, l'autre dans un plan normal, on peut encore 
énoncer le théorème de Meunier en disant que le rayon 
de courbure d^une section oblique est la projection^ sur 
le plan de celte courbe, du rayon de courbure de la sec- 
tion normale. 

Par conséquent, si une sphère a le même centre et le 
même rayon que le cercle de courbure de la section nor- 
male, tous les plans menés par la tangente à la section 
normale couperont la sphère suivant des petits cercles qui 
seront les cercles osculateurs des sections obliques faites 
dans la surface par ces différents plans. 



{') 



COURBURES DES SECTIONS NORMALES. 

700. La formule (3) du n*> 696 peut s'écrire 



R 



/•-+- 2S 



dx \dx] 



Prenons maintenant le point (j:, y^ z) pour origine 
des coordonnées, et pour plan des xj le plan tangent à la 
surface en ce point. L'axe des z sera la normale, et Ton 

aura/7 = o,y = o. En désignant 
par cf Tangle que la tangente OT 
fait avec Taxe des x, on a 




dx 
-=cos,, 



dl 



= sm<p. 



D'ailleurs, puisque le plan 
osculateur est normal, on a 
cos9 = dt r, selon que le rayon de courbure est dirigé 
dans le sens de l'axe des z ou dans le sens opposé. On 
aura donc 

±j . 

rcos'« -+- 2Jsin«pcos«p + /sin2(j)' 

mais on peut supprimer le double signe et écrire sim- 
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plemeni 

(2] 0=: : j 

^ rcos^if. -f 2^sin(j>cosy -+- ^sin^(p 

pourvu que l'on convienne de porter la valeur absolue du 
rayon sur l'axe des z dans le sens des z positifs si le dë- 
nominateur est positif, et dans le sens opposé si ce déno- 
minateur est négatif. 

SECTIOIVS PRINCIPALES. 

701 . Si le plan normal tourne autour de l'axe des z^ le 
rayon p variera en même temps que Tangle cp. Proposons- 
nous de trouver la plus grande et la plus petite valeur de 
ce rayon. Comme ces valeurs correspondent au minimum 
et au maximum du dénominateur dans la formule (a), il 
faudra égaler à o la dérivée de ce dénominateur ; on aura 

(t— r) asiD<pcos7 + is [cos'if — sin'ç) = o, 

ou, ce qui revient au même, 

(3) Jtang'y + (/• — /) tangy — j = o. 

Cette équation donne pour tangcp des valeurs réelles, 
dont le produit est égal à — i . 
Comme d'ailleurs, en faisant 
varier l'angle 9 de o à tt, on 
obtient tous les plans nor- 
maux qui passent par le point 
O, il suffira de considérer les 
deux angles plus petits que 
180^ qui correspondent aux 
deux racines de l'équation. L'un étant désigné par «, 

Vautre sera nécessairement — h «• 

Par conséquent, si Ton trace sur le plan des xy deux 

droites OH et OK, faisant avec Ox les angles a et a H — » 

les sections normales situées dans les plans zOH^ 2OK, 




^y 
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correspondront aux rayons de courbure maximum et mi- 
nimum. Eu effet, la dérivée du second ordre de -est 

P 
2 (t — r) (cos'y — sin'y) — S^sin^cosip, 

et celte expression prend des valeurs égales et de signes 

contraires quand on y remplace cp par « et par cc-{ 

Remarquons qu'il s'agit ici d'un maximum et d'un mini- 
mum analytiques, en sorte que si les deux valeurs de -» 

P 

correspondantes à a et a H — étaient de signes contraires, 

celle qui serait un minimum négatif pourrait être un 
maximum en valeur absolue. 

Les droites OH et OR, faisant avec Taxe Ox des angles 

don t la différence est -> sont perpendiculaires entre elles. 

Donc les plans ^OH et zOK, qui déterminent sur la sur- 
face deux courbes planes à courbure maximum ou mini- 
mum, sont perpendiculaires entre eux. On donne aux sec- 
lions faites par ces plans le nom de sections principales, 

VARTÀTION DE COURBURE DES SECTIONS NORMALES. 

702. Prenons maintenant pour plans des xz et des/2 
les plans des sections principales. Les valeurs de cy corres- . 
pondant au maximum et au minimum du rayon de cour- 
bure devront être o et-« Or, Téquation 

s tang'^ + ('' — tanjjy — s = o 

ne donnera pour tangcp les valeurs o et 00 que si 5 =0 
Par conséquent, la valeur de p prendra la forme plus 
simple 

^ ^ ^""/-cos'^-f- fsin^ç* 

et Ton déduira de cette expression les deux rayons de cour- 
bure principaux p' et p'\ en laisanl, tour à tour, cp = 
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et cp = -» ce qui donnera 



OU bien 



I I 

P' ' f 



Ainsi, les dérivées partielles r et / représentent les deux 
courbures principales au point O. 

703. Les valeurs de jo' et de p'' peuvent être introduites 
dans l'expression générale de la courbure. On a 

- = rccs^tf -i- ^sîn'y; 
donc 

(a) 1 = ~ cos> -»- ~ sin>, 

P P P 

formule qui donne la courbure d'une section déterminée 
par un plan normal faisant^ avec la section principale 
zOx^ un angle cp. 

De là les conséquences suivantes. En premier lieu, l'ex- 
pression (2) ne change pas quand on met à la place de^ 
son supplément : donc deux sections normales égale- 
ment inclinées sur une section principale ont des rayons 
de courbure égaux et de même signe. 

Si Ton désigne par jOi le rayon de courbure d'une sec- 
lion normale perpendiculaire à celle qui fait avec le plan 
principal z Ox l'angle f , on aura 

(3) f = ^sin'cp+ ~cos>, 

P^ P P 

et, en ajoutant les équations (2) et (3), il viendra 
I I I I 

P P^ P P 

Donc la somme des courbures de deux sections nor- 
males perpendiculaires entre elles est constante. 

704. Nous allons maintenant discuter la valeur gêné* 

Sturm.— ^/2., II, i5 
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raie de p en nous servant de la formule 
, , 1 ces*© sîn'® 

p e e 

Supposons d'abord p' et p'' tous deux positifs, et p'> p '''- 
Dans ce cas, la formule (i) donne pour p une valeur tou- 
jours positive. Par conséquent, toutes les sections nor- 
males sont situées au-dessus du plan tangent, et la surface 
est convexe autour du point O. Si p' et p'^ étaient négatifs, 
la surface serait encore convexe, mais située au-dessous 
du plan tangent. 

En mettant Téquation (i) sous la forme 

on voit que - augmente depuis - jusqu'à -^» quand cp croît 
de o à -, et que -décroît depuis -^ jusqu'à -? quand cp 

augmente de - a tt. 

Dans le cas particulier où p* s= p^\ la formule (a) 

donne 

I I 

ou p = p^ quel que soît cp. Toutes les sections normales au 
point O ont donc la même courbure. On dit alors que ce 
poiut est un ombilic* 

705. Supposons maintenant que p' et p'' aient des signes 
contraires et que p" soit négatif. En mettant les signes en 
évidence dans Téquation (i), nous aurons 

Pour cp = o, on a p = p^ L'angle cp croissant de o à la 
f aleur 6 donnée par l'équation 

tang'6 = !--rj 
P 
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p croît depuis p' jusqu'à Pinfini. Au delà de 9 = S, p de- 
vient négatif et décroît jusqu'à p'^ valeur qui correspond 

à ç= -• Les valeurs de p se reproduisent ensuite dans 

l'ordre inverse. 

Dans ce cas, la surface est en partie au-dessus du plan 
tangent, et en partie au-dessous. 

DÉTERMINATION DES OMBILICS. 

706. Pour trouver les ombilics d'une surface, il faut 
chercher les points où le rayon de courbure des sections 
normales a la même valeur, quel que soit le plan mené 
par la normale. 

Reprenons la formule (1) du n° 700 en y supposant 
cosô = I, et en remplaçant dl* par dx^ H- dj* H- dz^ : 
nous aurons 

dx \dx) 

Désignons par m, — ou le rapport des cosinus des 

angles que la tangente à la courbe au point considéré 
fait avec l'axe des x et l'axe des j^. Comme 

dz-=^ pdx -\- q dy-y 

on aura 

dz 



et la formule (i) pourra s'écrire 



_ Vi-t~/>'-hy-[i + m'4- [p'\-qmy\ 



> 



ou bien 

(2) R — ^i -4- /?" -+- 5-' ^' ^ ' ^ 



7.sm ■+- tm^ 



Quand le point est un ombilic, ce rayon est indépen- 

i5. 
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dant du rapport m qui détermine le plan normal où est 
)y située la courbe considérée. On doit donc avoir 



% 



(3) x + p^ _pq _ î-4-y' ^ 

ce qui donne, en général, deux équations distinctes. En 
y joignant Téquation de la surface, on aura le. nombre de 
relations nécessaires pour déterminer les coordonnées du 
point cherché, 

707. Appliquons ces principes au paraboloide ellip- 
tique 



On a ici 



X» 


S' ">*>«• 


p='-, 


^=i' 


I 
r = -5 
a 


I 

t z= Y'^ S= 0. 



(3) sont, 


dans ce cas, 







On peut y satisfaire d'abord en posant 
d'où 

jr=dts/b(a — b), z=i~ 

Les valeurs de ^ et de 2 étant réelles, il existe deux 
ombilics situés dans le planj^^Oz. Ce sont, d'ailleurs, les 
I ieuls, car l'hypothèse j^ = o donnerait pour x une valeur 

imaginaire. 
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CINQUANTE-CINQUIÈME LEÇON. 

SUITE DE LA COURBURE DES SURFACES. 

Surface dont tous les points sont des ombilics. — Théorie de Find 
trice. — Conséquences géométriques. — Cas où l'expression du rs 
de courbure se présente sous une forme illusoire. — Tangentes coi 
guées. 

SUR LÀ SURFACE DONT TOUS LES POINTS SONT 
DES OMBILICS. 



708. Lorsque les équations 

quî servent à déterminer les ombilics d'une surface d< 
née, se réduisent à une seule, la surface a une infîr 
d^ombilics situés sur une ligne qu'on nomme la ligne 
courbures sphériques. Si les équations (i) sont îdenliqi: 
tous les points de la surface sont alors des ombilics. 

Pour trouver une surface qui jouisse de cette proprii 
observons que les équations (i), mises sous la forme 

p dp \ dq q dq \ dp 

^ i -\- p^ dx q dx 1 -h q^ dy p dy 

peuvent s'intégrer comme des équations ordinaires (6^ 
On aura par ce moyen 

(3) l-^p' = Xq\ l4-î^ = X/>% 

Y étant une fonction arbitraire de /, et X une fonct 
arbitraire de x. On lire de ces équations 



Mais p el q doivent satisfaire à l'équation ~z=.-~- \ 
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a donc 

I dX _ T dY 

Le premier membre étant fonction de x seulement, et le 

' second fonction dej^, cette équation ne peut subsister 

qu'autant que chaque membre se réduit à une constante. 

o 

Soit — cette constante. On aura 
il 

dX. iidx dY 2dy 



(i + V (I 



R ' ,,.4"" R ' 



r et, en intégrant, 



R R 



a et b étant des constantes arbitraires. En portant les 
valeurs de X et de Y, tirées de ces équations, dans le sys- 
tème (4), il vient 

n — X 

p — y 



d'où 



[a — œ)dX'^[b—jr)dx 
az z — 



et, en intégrant de nouveau, 



équation d'une sphère. Ainsi, la sphère est la seule sur-- 
face dont tous les points soient des ombilics. 

THÉORIE DE l'iIïDICATRICE. 

709. La courbure des surfaces peut être présentée sous 
un autre point de vue, qui donne une idée plus nette de la 
manière dont varient les rayons de courbure des sections 
normales autour d'un même point. 
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Prenons toujours pour plan des xy le plan tangent l 
la surface au point O, et pour axe des z la normale en c( 
point. 

Si Ton coupe la surface par un plan parallèle au plan 
tangent, et infiniment voisin de ce plan, la section 
obtenue sera une courbe infiniment petite, et du second 
degré, en négligeant des quantités infiniment petites par 
rapport à ses dimensions. En d^autres termes, une courbe 
semblable à la section faite par un plan parallèle au plan 
tangent, à une distance h, tend, à mesure que h diminue, 
vers une section conique. 

En effet, si l'on développe l'ordonnée z de la surface 
par la série de Maclaurin, on aura 



z^=.z^'\' px '\- qy ■ 



I I 

- rx^ -^^ sxy -\ ty"^ ■ 



Mais z^^ p^ ç, qui représentent les valeurs de z, — > — 

quand on fait simultanément a: = o, j == o, sont nulles 
d'après le choix des axes. Donc, on a 



2 



sjry- 



Ity^. 



OD désignant une somme de termes dont le degré, par rap- 
port hxetky^ est supérieur au 
second. Si maintenant on rem- 
place z par la constante 00' = A, 
on aura l'équation de la section 
A'M'B', et si l'on fait h très- 
petite, la quantité w devient né- 
gligeable comparativement aux 
termes qui la précèdent. Par 
conséquent, on a 

(i) rx'-t- ajxj H- fj*=: 2^, 

équation d'une ellipse ou d'une hyperbole infiniment 
petite dont le centre est au point O. 
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710, En remplaçant h par z, on aura 

Cette équation représente un paraboloïde passant par la 
section A'M'B', et ayant pour sommet le point O, Ce pa- 
raboloïde va nous servir à calculer le rayon de courbure 
d'une section normale quelconque OM'C. 

Nommons p le rayon de courbure de la section OM'C 
au point O. On a [Note à la fin de la leçon) 



2OO' ih ih 

Pour en déduire la valeur de p, faisons, dans Féqua- 

lion (2), 

.r=i:0'M'cosy, j = 0'M'sin7, 

y désignant l'angle j:ON. On aura 

0'M'-(rcos-<j> -\- 2jsiny cosç + ^sin^^ç) = 2A, 
d'où 

3) i 



rcos'''(j) -f- 2^sin<j)COSf + /sin^y 
formule déjà obtenue, par une autre méthode [w^ 700). 

7H. L'égalité p = — IT^^^^ ^^^^ ^^^ '^^ rayons de 

courbure des diflerenles sections normales sont propor- 
tionnels à O'M". Supposons donc que sur la traceduplan 

O'M' 
zON dans le plan des xy on prenne 0N= __ , on aurn 

V2A 

O'M' 
p = OJN*. De plus, le rapport sera constant pour 

toutes les sections normales. La courbe ANB ainsi obte- 
nue sera donc semblable à A'M'B', et aura pour centre le 
point O. Cette courbe, qui donne tous les rayons de 
courbure des sections normales faites au point O, est 
nommée Vindicatrice de la surface en ce point. 
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712. Quand Fintersecuon de la surface par un plan 
parallèle au plan tangent, et infiniment voisin, est une 
hyperbole, il faut, en même temps, considérer une autre 
section produite par un second plan parallèle au plan 
langent, de l'autre côté de ce plan. On obtient par là 
une hyperbole conjuguée de la première. Dans ce cas, 
Tindicalrice se compose de deux hyperboles conjuguées, 
et Ton a p = rh 0N% suivant que l'hyperbole sur la- 
quelle se trouve le point N correspond à une section 
faiie au-dessus ou au-dessous du plan xy. Le rayon de 
courbure de la surface devient infini et change de signe 
quand le plan sécant, en tournant autour de la normale, 
vient passer par une asymptote commune aux deux 
hyperboles. 

CONSÉQUENCES GÉOMÉTRIQUES. 

713. Toute courbe du second degré douée d'un centre 
ayant un diamètre maximum et un diamètre minimum, 
on en conclut que la surface a deux sections normales 
perpendiculaires entre elles et dans lesquelles le rayon de 
courbure est un maximum ou un minimum* La somme 
des carrés des inverses de deux diamètres perpendicu- 
laires étant constante, il en résulte immédiatement que 
la somme des courbures de deux sections normales, per- 
pendiculaires entre elles, est constante. En un mot, à 
toute propriété des diamètres d'une section conique, cor- 
respond une propriété des rayons de courbure des sections 
normales qui passent par les diamètres de l'indicatrice. 

714. Quand l'indicatrice est un cercle, le point consi- 
déré est un ombilic. Cela arrive sur les surfaces du se- 
cond ordre aux points où le plan tangent est parallèle aux 
sections circulaires. En eSet, tous les plans parallèles dé- 
terminent, dans une pareille surface, des sections sembla- 
bles. Il en résulte que l'indicatrice, qui en général n'est 
semblable qu'aux sections faites parallèlement au plan 
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tangent, à une distance infiniment petite, sera, dans les 
surfaces du second ordre, rigoureusement semblable aux 
sections, quelles que soient leurs distances au plan tan- 
gent. 

Ainsi dans Tellipsoïde 

^ + -^7 + ? = '. «>*>', 
il y a quatre ombilics dont les coordonnées sont 



y «2 — c* y û5» — c* 

CAS OU l'expression du rayon de courbure se présente 

sous UNE FORME ILLUSOIRE. 

715. La formule 

I 

p =z= , 

rcos'<p -f- 2JSin9 coS(j> + ^sin^y 

précédemment obtenue pour le rayon de courbure d'une 
section normale faisant avec le plan des xz un angle f, 
dépend des valeurs des dérivées partielles du second ordre 
au point considéré de la surface. Nous avons tacitement 
admis que r, 5 et i avaient, en ce point, des valeurs déter- 
minées el indépendantes de l'angle cp. Mais ces fonctions 

se présentent quelquefois sous l'une des formes - ou — > 

quand x^j ai z deviennent nulles. Pour éviter Tindéler- 

mination, on posera 

^=aîtangç, 

relation qui convient à tous les points de la section nor- 
male considérée; puis, après avoir porté cette valeur 
de y dans les expressions de r, s^ tj on fera a: == o. 
Soit, par exemple, l'équation 

y* désignant une fonction quelconque. Elle représente une 
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surface dont les sections normales à l'origine sont des pa- 
raboles ayant pour axe commun Taxe des s. Les dérivées 
partielles du premier ordre sont : 

et les dérivées du second ordre : 



■=/"(f). 



On a bien, en général, par ces formules, p = o, ^ = o, 
pour a: = o^y = o. Quant aux valeurs de r, 5, «, elles se 
présentent sous une forme indéterminée quand on laisse 

X et y indépendants entre eux; mais si l'on y remplace - 
par tan g 9, elles deviennent 

r~ 2/(tang^) — 2tang^/'(tang(ï>) -l-taDg'ç/''(tang«p), 

s — /'(tang(j.) — tang<p/'(tang«p), 

^=/'(tangy). 

Il faut maintenant porter ces valeurs de r, 5, f , qui 
dépendent de 9, dans la formule 



" rcos^o 4- 2Jsinycosf H- rsin^f 

On doit remarquer qu'en faisan t varier l'angle y , le rayon 
de courbure peut avoir, selon la forme de la fonction y, 
un nombre quelconque de valeurs maximums ou mini- 
mums, et il y aura autant de maximums que de minimums 
puisque ces valeurs doivent se succéder alternativement 
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quand on fait varier f de o à arr, et que la section nor« 

maie revient à sa position primitive. 

TANGENTES CONJUGUÉES. 

716. Soit MM' une courbe quelconque située sur une 
surface : imaginons les plans tangents menés par les points 
Fig. 126. M et M'. Si le second point se rap- 

proche indéfiniment du premier, 
rintersection des deux plans va- 
riera de position et deviendra, à 
lalimite,unecertaine tangente à 
la surface passant par le point M. 
Cette droite limite et la tan- 
gente MT à la courbe MN sont dites tangentes conjuguées. 
Prenons pour origine le point M, pour plans des coor- 
données xj^ xz^jrz, le plan tangent, et les plans des sec- 
tions normales principales correspondant à ce point. On 
aura, au p«int M, j: = o,y = o, z = o, puis p = o, 
7 = et j = o (n<>702). 

L'équation du plan tangent en M^{x',y\ z') est 

p' et q^ désignant les valeurs de y:? et de ^ relatives au 
point M'. D'après la formule de Maclaurin, on a 

z* ^zpx' -\- qf H [rx"^-\- isx'f -\-ty''^) + 

On aura donc, en négligeant des infiniment petits du 
troisième ordre, 

z' — i. {rx'-" H- ty'). 
On trouvera de même 

p' = rx', q' = t/. 
Par suite, les équations des plans tangents menés aux 
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points M et M' seront 

Z=o, 

ry (X — x') H- ty' (Y — r') -f- - [rx'^ -f- (r") — Z — o. 

Ces deux équations représentent l'intersection des deux 
plans tangents. Or, si Ton porte dans la seconde la valeur 
Z = o, on aura, en réduisant, 

ra^ X -t- // Y — i {rx'^ 4- </') — " O. 

Posons^' = Twjtr', m étant le coefficient angulaire de la 
projection de la droite MM', qui, à la limite, se confond 
avec la tangente MT. L'équation précédente devient 

rX 4- f/w Y — - J?' (r -{- tm^) = o. 

Cl quand le point M' se réunit au point M, on a a' = o, et 

rX-f-r/wY = o, 

équation de la tangente conjuguée définiii plus haut. On 
voit que si m' désigne son coefficient angulaire, on a 

tm 



ou 



, r 

mm =r • 

t 



Telle est la relation qui doit exister entre les coeffi- 
cients angulaires de deux tangentes conjuguées, quand on 
prend pour axes la normale et les intersections du plan 
langent avec les plans principaux. 

717. Deux tangentes conjuguées sont parallèles à 
deux diamètres conjugués de V indicatrice. 
En effet, si 
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est l'équation de l'indicatrice, on a, entre les coefficients 

angulaires de deux diamètres conjugués, la relation 

h' 
mm = • 



On a d'ailleurs (702 et 7H) 
par conséquent, 



r t ' 



h^ r 

mm zz= — — = * 

a} t 

ce qui démontre le théorème énoncé. Les rayons de 
courbure étant proportionnels aux carrés des diamètres 
de l'indicatrice, il résulte d'une propriété bien connue 
des sections coniques que la somme algébrique des rayons 
de courbure coprespondant à deux tangentes conjuguées 
est constante. 

Note (p. 23 a) . — Le cercle osculateur de la courbe OM'C 
au point O est la limite vers laquelle tend un cercle tan- 
gent à OT au point O, et passant par M', lorsque ce der- 
nier point vient se réunir au point O. Le rayon de ce 

cercle est ^^, : on a donc 
2 00' 

,. OM'» 
p = lim 



2 00' 



Maïs le rapport de OM' à O'M' ayant l'unité pour limite, 
on pourra remplacer OM' par O'M', et Ton aura 

ou bien 

^"""200'* 

puisque, la courbe OM'C étant une parabole, le rapport 

O' M'» 

— — r-, est constant. 

2 00 
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EXERCICES. 

1. Trouver sur la surface de l'ellipsoïde 

^ + -5^ + ?--' 

le lieu des points qui ont des indicatrices semblables (lieu des cour- 
bures semblables). 

Solution : E et F étant les axes de Tune des indicatrices, si Ton 

F F 

pose ^ = Ë; + :5rî le lieu demandé sera l'intersection de Tellipsoïde 

r El 

par la surface dont l'équation est 

an'cn^{^ + Ç-^Ç\=={a'+b'-^c'-^a:'^y'--z')\ 

2. Les rayons de courbure principaux de l'ellipsoïde sont donnés 
par l'équation 

où p désigne la longueur de la perpendiculaire abaissée du centre 
sur le plan tangent au point (x, jr, 2). 

3. Pour la surface xyz = w', on a 

4. On sait que des droites normales à une surface sont aussi 
normales à une inanité d'autres surfaces, dont chacune est à une 
distance constante A de la première, de sorte que deux quelconques 
de ces surfaces interceptent su> toutes les normales une longueur 
constante Ces surfaces ont les mêmes plans de sections principales 
pour tous les points où elles rencontrent une même normale. Les 
courbes indicatrices des surfaces pour ces points sont des coniques 
homofocales ayant leurs axes parallèles, de sorte que la ligne des 
foyers est constante de grandeur et de direction. 



I 
I 
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CINQUANTE-SIXIÈME LEÇON. 

SUITE DE LA COURBURE DES SURFACES. 

Lignes de courbure. — Propriétés des lignes de courbure. — Centres de 
courbure des sections principales. — Rayons de courbure principaux 
— Applications. 

LIGUES DE COURBURE. 

718. Soient s une surface rapportée à trois axes rec- 
tangulaires quelconques ]M(x^ jr^z),un point de la sur- 
face, et MN la normale en ce 
point. Si M' (x^^y, z') est un 
second point de la surface, voi- 
sin de M, la normale M'N' ne 
rencontrera pas la première 
normale MN, à moins qu'il n'y 
ait entre les coordonnées de 
ces deux points une certaine 
relation que nous allons cher- 
cher. 

La normale MN a pour équations 

(i) lL — x-^p[Z — z)==o, 

(2) Y — r -t-7{Z — 2) — o. 

Si p' et q^ désignent les valeurs de p et de q relatives 
au point M', la normale M'N' aura pour équations 

(3) x-:c'-+-/y(Z-z')=o, 

(4) Y-j'-f-7'(Z-z')z=o. 

En éliminant X entre les équations (1) et (3), on a 

.r^ — X 4- p'z' — pz 
^= . 
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L'élimination de Y entre les équations (2) et (4) o 

z = -f • 

On a donc Téquation de condition 

,£,v X* — x-^p* z' —-pz y' ^y -^q' z* ^qz 

(5) yzz-p = ,'-, , • 

Cette équation et celle de la surface 
(6) »'=/(*'.J'') 

représentent une courbe MM^ située sur la surface, et 
passant par le point M. Toutes les normales à la surface 
menées par les divers points de cette courbe iront ren- 
contrer la normale MN. 

719. Concevons maintenant que le point M' se rappro- 
che, de plus en plus, du point M : la droite MM'. devien- 
dra la tangente, et les différences x' — x^y — y^ z' — Zy 
p' — />, q' — q devront être remplacées par les différen- 
tielles dXj dy^ dz^ dp^ dq. De même p' z* — pz = d {pz)^ 
q'z' — qz=:d(qz). On aura donc, à la limite, 
fix •+■ pdz 4- zdp dy -\-qdz-\- zdq 



ou simplement 

(7) 

Mais on a 


dp dq 

d.T -^-pdz dy-hçdz 
dp dq 






dz^zpdx-^-qdy^ 






dp = rdx -f- sdy^ 


donc 




dqz= tdy -hsdx-, 




l^p^^pq^ /.y-+-{H-ç»jg 



dy dy 

dx dx 



ou bien 

[(i+îV-/'?'](g)'-H[(i+î')/-(>+/'V](^) 



(8) 



Stsmi. — Au,. II. ib 



Digitized by 



Google 



.4a 

Cette équation donne deux valeurs de -j- • Elle indique 

(feux directions suivant lesquelles il faut passer du pointM 
à un second point infiniment voisin, sur la surface, pour 

que la normale en ce point rencontre la normale au 

dr 
point M. Prenons Tune des valeurs de —-» et la valeur 

correspondante de — • Soit M' le point correspondant. 

On passera, de même, du point M' à un troisième point M", 
et ainsi de suite. On aura donc une ligne MM'M". . . , 
telle que toute normale à la surface menée par un de ses 

points rencontrera la normale infiniment voisine. Lase- 

dy 
conde valeur de -j- donne une autre ligne jouissant de 

la même propriété. 

On nomme ligne de courbure le lieu des points d'une 
surface pour lesquels les normales infiniment voisines 
se rencontrent consécutivement. L'analyse précédente 
montre qu'en chaque point d'une surface il passe deux 
lignes de courbure représentées par l'équation différen- 
tielle (8), et par l'équation de la surface. En éliminant z^ 
on aura l'équation de la projection de la ligne de cour- 
bure sur le plan des xy^ L'intégration donnera deux 
équations contenant deux constantes arbitraires qu'on 
déterminera en faisant passer la ligne par un point donné 
de la surface. 

PROPRIÉTÉS DES LIGNES DE COURBURE. 

720. Prenons la normale MN pour axe des z i p elif 
sont nuls, etTéquation (8) devient 



(9) ^T^^-^^-^) 



-z Sz=zO. 

dx 



Le produit des racines de cette équation est égal à — \\ 
donc les tangentes menées aux lignes de courbure qui se 
croisent au point M sont perpendiculaires entre elles. 
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Si maintenant on prend les plans principaux pour 
plans des zx et des . zj^ on a j = o (702). L'équa- 
tion (9) a une racine nulle et T autre, inûnie : donc les 
deux lignes de courbure ont respectivement pour tan- 
gentes, au point M, l'axe des x et Taxe des j^, c'est-à-dire 
les tangentes aux sections principales. Les deux séries 
de ligne de courbure se coupent donc à angle droit sur 
la surface et la partagent en rectangles infiniment petits. 

Si l'on avait, à la fois, 5 = o, r = t, les deux valeurs de 

-f- seraient indéterminées. Il y aurait une infinité de 

lignes de courbure passant par le point M, autour duquel 
toutes les courbures seraient égales : ce serait donc un 
ombilic. Ce caractère peut servir à trouver les ombilics 
d'une surface, car si Ton exprime que l'équation (8)donne 

dy , . 

pour -^ une infinité de valeurs, on aura les deux condi- 
tions déjà trouvées (706) 

i-hp^ _ 1 + y' _ /?<7 

r / s 



721 . Soient O un point de la surface, Oz la normale, 
OA et OB les deux lignes de courbure, Oo: et Oy leurs 
tangentes. Si O^et O^^ sont deux points infiniment voisins 
du point O sur les lignes OA et OB, on sait que les nor- 
males O'K et CL rencontreront Oz : soient K et L les 
points d'intersection. Je dis que 
OK et OL sont précisément les 
rayons de courbure, au point O, 
des sections principales zOx^ 
zOy, En effet, puisque Ox est 
tangente à la courbeOA, le point 
O' infiniment voisin du point O 
sur OA peut être considéré 
comme appartenant au plan 
zOx. Donc la droite O'Kqui est normale à la courbe OA, 
comme étant normale à la surface^ déterminera, par sa 

16. 
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rencontre avec la normale Oz, le centre de courbure de 
la section principale située dans le plan zOx. On ferait 
voir de la même manière que OL est le rayon de cour- 
bure de la section principale faite par le plan zOy- 

722. C'est ce qu'il est facile de vérifier par le calcul. 
Soient 

^'' ( T-y-f-y(Z-z)=.o; 

(X-^'-^-/.'(Z-z')=o, 
'""^ |t_^+^'(Z~z')==o 

les équations de deux normales. Si le point (x, ;^, «) 
coïncide avec l'origine, et que le point (x\y\ z') soit infi- 
niment voisin, les équations (i) se réduisent à 

X = o, Y = o, 

et les deux autres donnent, au point commun, 

— dx -\- dp {z — dz) r= — dx "h Zrdx z= o, 

— £ljr -^ dq {z — dz) = — djr -^ Ztdj = o ; 

OU bien 

dx {Zr — i) = O, 
dx{Zt^i) = o. 

On ne peut pas supposer dx et dj" nulles à la fois, mais 
on peut satisfaire à ces deux équations, soit en posant 

(3) dx=^o, Z = i, 
ou bien 

(4) dx = o, Z=zL. 

Dans le premier cas, puisque ^ = o, la tangente coïn- 
cide avec l'axe des j-, et Z = - est le rayon de courbure 
principal. Même conclusion à tirer du second système. 

723. Il faut bien se garder de croire que les points de 
rencontre des normales soient les centres des cercles 
osculateurs des lignes de courbure, car ces normales se 
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coupent consécutivement et sont tangentes à une même 
courbe, propriété qui n*apparticnt jamais aux normales 
menées par les centres de courbure d^une courbe gauche. 
Et même, les lignes de courbure peuvent être planes sans 
que leurs cercles osculateurs se confondent avec ceux des 
sections principales. Il faut pour cela que leurs plans 
osculateurs soient normaux et que, par conséquent, les 
lignes de courbure soient les lignes de plus courte dis- 
tance sur la surface (6i* Leçon). Par exemple, dans les 
surfaces de révolution, les lignes de courbure sont les 
méridiens et les parallèles. Les méridiens sont des sec- 
tions principales, parce que leurs plans osculateurs sont 
normaux à la surface. Les parallèles sont des lignes de 
courbure planes sans être des sections principales. 

CALCUL DES RATONS DE COURBIJHB PRINCIPAUX EN UN 
POINT QUELCONQUE D^UNE SURFACE. 

724. Le théorème démontré (722) permet de calculer 
les courbures principales en un point d'une surface, l'ori- 
gine étant quelconque. 

La normale menée au point M de la surface a pour 

équations 

1 X-x4-;?(Z-2)=o, 

^'^ ( Y-r-f-7(Z~z)r=o. 

Si M' est up point infiniment voisin, pris sur la ligne 

de courbure, la normale correspondante rencontrera la 

première normale en un point dont le Z sera donné par 

chacune des deux équations 

dy 

(.) z-. = ^^, 

dx 



{3J Z-,= 



/'7 + (.+'7')| 



dy 

dx 
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En éliminant -^ entre ces deux équations, on aura 

(4) ~ [(ï -+-/'*) ' -i- (n- ^') /• - '^pqs\ (z - z) 

Cette dernière équation donne deux valeurs de Z — z, 
et, par suite, de Z, qui correspondent aux centres de 
courbure des deux sections principales. Appelons p l'un 
des rayons de courbure, on aura 

valeur qui se réduit, en vertu des équations (i), à 



d'où 

Si Ton substitue cette valeur de Z — z dans l'équation (4), 
on aura, en réduisant et ordonnant. 



(5) I '-{[l'¥p')t-\-{l'^rq^)r^1pqs\^il-\-p''-\-q\^ 

-h (n-/7»H-^»)»=:o, 

d'où Ton déduira les valeurs des deux rayons de cour- 
bure principaux. 

725. Les normales d'une surface, menées par les diffé- 
rents points d'une ligne de courbure, forment une surface 
développable, puisque deux normales consécutives se ren- 
contrent. Pour avoir l'équation de cette surface, il faut 
éliminer x, j^, z entre l'équation de la surface proposée, 
les équations (i) d'une normale et l'équation (8) du 
n** 719 qui exprime que le point [pc^y^ z) est sur la 
ligne de courbure. 

On obtiendra le lieu des centres de courbure de toutes 
les sections principales d'une surface représentée par 
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Tëquation 

en éliminant a:, j^, z entre cette équation, celles de la 
normale, et Téquation (4) où Z se rapporte au point de 
■concours de deux normales infiniment voisines. Cette 
surface se composera de deux nappes, puisque chaque 
normale contient deux centres de courbure. 

APPLICATION DES THÉORIES PRÉCÉDENTES AU PÀRÂBOLOÏDB 
ELLIPTIQUE. 

726. Équation différentielle des lignes de courbure, — 
Soit 

l'équation d'un paraboloïde elliptique. On a, dans cet 
exemple, 

L'équation générale (719) 

jl -h p*) dx -^ pq dy (IH- q^)dy '\-pqdx 

rtlx -f- sdy ' sdx -f- tdy 

devient 

î[5*--(-S)]=?[3--*(-l^)} 

OU, en ordonnant, 

ab' dx^ \b a"^ a'b ab^j 



dx a^b"^^ 



^t, multipliant par -^j 



a^ 



\ab^x*dx* \b a n^b aby x^ xdx 
(3) 



i y^ 

a^b x^ 
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c'est rëquatîon différentielle des lignes de courbure du 
paraboloïde elliptique. 

Intégration de V équation (3). — Si Ton faitx* = J', 
j* = i/, cette équation devient 

.. I /^"V (^ ^ ^ u \ du u 

Comme « et t' n'entrent qu'à la première puissance, 
on peut y satisfaire en substituant à u une fonction 
linéaire de f^. Posons 

u = cp-\- c f d ou —- = r. 
a»' 

En remplaçant u et — par eu 4- c' et c dans l'équa- 
tion (4), les termes qui multiplient i^ se détruisent, et il 
reste 

[b a ab^)'' a^b-"^' 
d'où 

, ab {a — b)c 

c = — • 

à -h ac 

La constante c reste donc arbitrai re^ et comme l'inté- 
grale ne doit en déterminer qu'une, il en résulte que 
w = ci^-f-c', ou 
ff\ , -. ab (a — b)c 

est l'intégrale générale de l'équation (3). En faisant va- 
rier c, on aura les projections sur le plan des xy de toutes 
les lignes de courbure. Ces projections sont des ellipses 
si Ton a c<^o, des hyperboles quand c est >o. Elles 
ont toutes leur centre à l'origine. 

Déteimination de la constante c, — Si l'on veut avoir 
les lignes de courbure qui passent par un point {x\y', z') 
de la surface, on déterminera c par l'équation 

y^ = ex'' H — ^ 1-, 

b -{- ac 
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OU 

(6) ax'^c^ ^- [^j/» _ ay'^'^ah{a ^h)\c — bf^ = o. 

On en tire deux valeurs de c réelles et de signes contraires, 
puisque a et & sont de même signe. Ces deux racines 
étant désignées par m et — n, les projections des lignes 
de courbure seront représentées par les équations 

(7) y^=z mx^ H }— ^— , 



(8) ^»=r-/IX»-f- 



b -f- am 
ab{a — b)n 
an — b 



La première courbe est une hyperbole, la seconde une 
ellipse. 

Discussion. — La constante m peut varier de o à l'in- 
fini, mais la constante n doit être plus grande que ? et 

ne peut varier que de- à Tinfîni. En effet, Téquation (8) 

étant mise sous la forme 

abia — b]n 

y^-Jrnx^=: i -L_, 

an — b 

le second membre doit être positif: donc, puisque a est 

^ bj il faut que l'on ait an — i > o, ou n > -• 

Examinons maintenant les hyperboles représentées par 
l'équation (7). A cause de l'hypothèse a'^by elles ont, 
toutes, leur axe réel dirigé suivant l'axe des^. La valeur 
du demi-axe transverse est 



\/ 



'ab(a^ 


b)m 


b -+- am 


/ab(a 


-b) 


1 .^ 


m 



ou bien 



Si m varie de o & Vinfini, cet axe augmente de o i 
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\jh[a — b). En mettant l'équation (7) sous la forme 

r' ah (a — b) 

m à -¥- am 

on voit que pour m= <x> elle se réduit k x = o. L'hy- 
perbole se confond alors avec l'axe des /, ou plutôt avec 
la portion de Taxe des j^ qui commence à une distance de 
l'origine égale à dt yjb {a — b). 

Les ellipses représentées par l'équation (8) ont leurs 
axes dirigés suivant les axes des x et desj^. 

Les demi-axes ont pour expressions 

/ab{n—b) /ab{a — b) 

Le premier, dirigé suivant l'axe des a:, diminue de Tin- 
fini à o, quand n augmente de - à Tinfini. L'autre demi- 
axe diminue de l'infini jusqu'à \jb [a — b). Donc, tout 
point situé sur l'axe desj^ et à une distance de l'origine 
plus grande que ^b [a — b) sera le sommet d'une de ces 
ellipses. Pour n = co l'ellipse se réduit à l'axe desj, 
comme le montre l'équation (8) mise sous la forme 

n an — 6 ' 

cela résulte encore de ce que l'autre axe se réduit alors 
à o. 

Si X* = o, une des valeurs de c est infinie, et l'autre est 
positive ou négative suivant que^^' est inférieur ou supé- 
rieur à >^b[a — b). Les projections des lignes de courbure 
sont alors Taxe des y, et des hyperboles ou des ellipses, 
selon que j^' est plus petit ou plus grand que \^b (a — 6). 

Si j^'= o, une des valeurs de c est nulle, et l'autre tou- 
jours négative. Dans ce cas, les lignes de courbure oui 
pour projections l'axe des x et des ellipses. 
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EXERCICES. 

1 . Trouver les lignes de courbure de VelUpsoîdci 
Solution: Soit 

l'ellipsoïde donné, a > 6 > <r. Les projections des lignes de cour- 
bure sur le plan des xy sont, pour l'un des systèmes, des ellipses 

X et Y é&nt les coordonnées d'un point de l'hyperbole 

et, pour le second système, des hyperboles 

dont les demi-axes sont les coordonnées d'un point de l'ellipse 

a^ — c^ à* — c^ 

Sur le plan du grand axe et du petit axe les projections des deux 
systèmes de lignes de courbure sont des ellipses. 

2. Lorsque trois surfaces se coupent orthogonalement, l'intersec- 
tion de deux quelconques d'entre elles est une ligne de courbure 
de l'une et de l'autre. 

3. Lorsque deux surfaces se coupent suivant une ligne de cour- 
bure commune à l'une et à l'autre, elles se coupent sous le même 
angle en tous les points de cette ligne. 
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CINQUANTE-SEPTIÈME LEÇON. 

CALCUL DES DIFFÉRENCES FINIES. - CALCUL INVERSE 
DES DIFFÉRENCES. 

Notions préliminaires. — Différence n^'"' du premier terme d*une suite, 
en fonction des termes de cette suite. — Terme général d'une suite, en 
fonction du premier et de ses différences successiTes. — Différences des 
fonctions entières. — Différences de quelques fonctions fractionnaires, 
ou transcendantes. — Théorèmes généraux. — Intégration de quelques 
fonctions. . 



NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 

727. Le but général du calcul dîfférentîel est de cher- 
cher les limites des rapports des accroissements simultanés 
de plusieurs quantités variables, ce que Ton peut faire 
sans considérer les valeurs numériques de ces accroisse- 
ments. Dans le calcul aux différences finies, on s'occupe, 
au contraire, de ces valeurs numériques et on en cherche 
la loi. 

Soient 

une suite de valeurs successives que reçoit une quantité 
variable. Si Ton retranche chacune de ces valeurs de celle 
qui la suit, on obtient ce qu'on appelle les différences 
premières de ces valeurs, et on les représente par 

en sorte que l'on a 

//, — tto = Airo, «, — «, = A»,,.. ., «fl+c — «^« = Aii„.... 

En opérant de la même manière sur la suite des diffé- 
rences premières, on obtient une suite de différences 
secondes, qu'on représente par 

A»Wo, A«w,, A'wj,..., A'ii»,.... 



^ 
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On a donc, par définition, 

AUi — A«< = A*a., A1I3 — Att| == A^£/i,. . • • 

On formera de la même manière les difTérences troi^ 
sièmes, quatrièmes, etc. 

Par exemple, la suite des carrés des nombres entiers 

I» 4> 9> '6, 25,..., 

a pour différences premières 

3, 5, 7, 9,...; 

et pour différences secondes 



les différences troisièmes et, par suite, les différences 
d'un ordre supérieur, sont nulles. 

Dans cet exemple, toutes les différences secondes sont 
égales à 2. Si Ton admet la généralité de cette loi, on 
pourra prolonger indéfiniment la suite des différences 
premières, et, par leur moyen, celle des nombres carrés. 

728. Le calcul des différences est fondé sur quelques 
principes analogues à ceux qui forment la base du calcul 
différentiel. 

En premier lieu, u, (^, z étant des quantités variables, 
on a 

(1) A(a-hP — z) = Aa-+- Ap — Az, 

c'est-à-dire que la différence dUine somme est égale à la 
somme algébrique des différences de ses parties. En effet, 

A(a 4-f — z) = («, H- P, — Z|) — (a -hp — z) 
= («, — w) -4- (p, — P) — (Zj — z) 
= Att -f- Aï' — Az. 

La différence d'une constante est nulle. Donc 

(2) A(a-+-flj = Aa. 
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On a encore 

(3) ^auz=zaAUf 

car Aau = au^ — au= a (tii — u) = a Au. 

EXPRESSION DE A"/l. 

729. Proposons-nous de trouver l'expression de A'u 
en fonction de i/, Ui, . • . » 2/„. On a d'abord 

Att == a, — w, 
Aa, == ttj— a,. 

Mais 

A'a r= Aa, — Aa; 

donc 

A'« r= «a — an, 4- If. 

A*i/i doit être composé avec Us, zis, li^, comme A'u avec 
Usj Ui, u. On a donc 

A*W| = «â — 2tt, + tt,, 

et en retranchant A*ii de A'ui , 

A^tt = «3 — 3 «2 -f- 3 «i — a. 

On trouvera de la même manière 

A<« = a, — 4"» "*" ^^» — 4"« "+" "> 

et ainsi de suite. On voit que les coefficients numériques 
qui entrent dans l'expression des différences A'u, A'u, 
A^u, sont les coefficients des puissances deuxième, troi- 
sième, quatri^ème du binôme, d'où l'on conclut, en géné- 
ralisant , 

. , n{n — î) , 

(i) A^a = Un— nun^i H «„-, — ... db «, 

ou, sous une forme symbolique, 

égalité qui tiendra lieu de la précédente, pourvu qu'après 



1 
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avoir développé le second membre par la formule du bî- 
nome, on remplace u^, ii*, u*,. . . , par m, Uj, t/g, . . . . 
Pour démontrer la généralité de cette loi, posons 

(2) A"a = Un — Aa«_, -i-Ba;,__2 — Ctt„_.8 -f-. . .±«, 
On aura également 

(3) A'»tt, = i/„+i — An» -f- Bw«-_, — Cii„-2 +. . .±: //i, 
et, en retrancbant A^ii de A"U4 ^ 



A"-»-' 1/ =: «.+, — A 
— 1 



B 
A 



Un^X — C 

— B 



i/„__2-f-. . .=?:«. 



Or, si I, A, B, C,. • . sont les coefficients de [x H-i)", 
on sait que i, i-f-A, A-hB, B-f-C,.., seront les 
coefficients de [x H- 1)"+*. Donc, si la formule (1) est vraie 
pour Tindlce /i, elle l'est encore pour Tindice w H- 1, ce 
qui démontre sa généralité. 

730. Autrement, supposons la loi démontrée pour l'in- 
dice n et posons 

A«a =V Kup = {u — i)f">, 



on aura 



D'où 



"«I =\ Kw^+,. 



et, sous une forme symbolique, 

à^' u =:\ ILaP (a — i). 
U résulte de là 

A-+'a = (a — i) y Y^uP = (« — i) (a — i)C«), 
et, par conséquent, 
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expression du terme général d^une suite, en fonction 
du premier terme et de ses différences successives. 

731. On a, par définition, 

tt, = « -4> Aie, 

En ajoutant ces équations, membre à membre, il vient 
II, = tt + 2 A 1/ + A'a, 
On aurait de même 

A«2 = Aa -f- 2A*a H- A»a, 
d'où, en ajoutant ces deux équations, 

«,==:« -t-3Aa-i-3A'tt -f- A'tt, 

et ainsi de suite. On est ainsi conduit par induction à la 
formule 

II) «« = «-♦- «Ai/ H i i-A'i»-*-. . .-h A"/î, 

1.2 

OU à la formule symbolique 

i/«=(i-f-A)(«)ii, 

dont l'exactitude se démontrerait par le mode de raison- 
nement employé (729 et 730). 

DIFFÉRENCES DES FONCTIONS ENTIERES. 

732. Supposons maintenant que u soit une fonction en- 
tière de X du degré m, et que Ui, Ut, 11$, ... , représentent 
les valeurs successives que prend cette fonction, quand on 
donne à x une suite d'accroissements égaux représentés 
par h. Soit 

Il = A j:" -i- Bx— ■' -H Ca-»- » -+- . . . -f- Rx H- L. 
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On aura 

Au=2A[{x -+- A)" — 0:^]+ B[(j:H-A)'»-' — a:"-'] 
-h C [(x -4- h)"^^ — af"-^] -f- . . . 4- KA. 

En développant et ordonnant par rapport à or, on aura 
un résultat de la forme 

Le premier terme est du (m — i)'*»«« degré, et son coeffi- 
cient se forme en multipliant le coefficient du premier 
terme de u par Texposant de ce terme et par A. 

En opérant de la même manière sur la différence pre- 
mière, il en résultera 

on trouvera de même 

A»a = /w(//î — i)(yii — 2)A/**a:"-3-i-B'^j:«-*H-. . . 4- H'% 

et ainsi de suite. 

Le degré de chaque différence va en diminuant d^une 
unité, d'où l'on conclut que la m**"** sera constante et se 
réduira au premier terme, dont la loi est connue. On 
aura donc 

A'"a= 1.2.3.. .m A A*". 

Ainsi, les différences m"""" (Tune fonction entière du 
^ièine ^^gré sont constantes^ lorsque la variable croît par 
degrés égaux. Les différences suivantes sont donc nulles. 

733. Soit u = x"". Alors 

ùr*u = 1.2.3. . .mk"*f 

Ui={x -\- A)*», «a = (x -i- 2 h)", .... 

Si Ton substitue ces valeurs dans la formule 
(i) li'^u = i/„ — nu^, -4- "^ "^7' ««-2 -H . . . (729) , 

1.2 
Sturm. — ^/i., II. j« 



z' 
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on aura, si n = w, 

I ( ~(a:-4-/wA)^— /w[jr-f-(/w — i) Aj'"-t-...dlj:". 

Faisant x = o, A = i, 

II. 2. 3. . ./« 
==m'» — I» (m — ij-'H i : (m — 2V»— . . .iiim. 

I Si Ton suppose w>/n, on a A^kz^o, et la formule (i), 

en faisant encore a: = o, A = i, donne 

(4) o = /i'» — «(/i — if 4-^^-^-^(/i — 2)"' — 

r 73i. Soit 

[^ a = X (x -+- A) (a? -+- 2A) . . . [^ H- (« — i) yi] , 

I; on aura 

(5) Att = (J:^-/^)(x-f.2^^..[x-f-(/î — i)^]/î/^ 

(6) A»Mr=(a:4- 2/?).. .[a: H- ^/i — i) A]// (/? — i) /i% 



La loi de formation est évidente. 

DIFFÉBEKGES DE QUELQUES FONCTIONS FRACTIONNAIRES, 
li OU TRANSCENDANTES. 

fi-- 

I 735. En supposant toujours que la variable croît par 

M degrés égaux, on a 

|- a: (x -h h) {x -h 2h) . . .[x -h (/î — i)A] 

I ^^^ :^ 

[■' a: (a: -h//) (a: 4- 2^). . .(x-hn/t)^ 

f- 7îf/i4-i)A» 

I A'a= ^ -^ , 

|v x(x -f- /<) . . .( -r -4- nh) [x -f- («-+- 1)/«] 



et ainsi de suite. 
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et, en général, 

3® tt =.sin {€ix -+- b), 

Aa =sin (ajp -^ah -i- b) — sin{ax -f b)^ 

A sin (ax -f- ^) = 2 sin - a^ cos f «jc 4- 6 -{ j • 

On a de même 

A cos (ax + 6) = — 2 sin - ûA sin I «X 4- ^ H jj 



et, 

A^sin (ao? -i-^)=:2sîn-«AA cos lax-^-b-] | ; 

ou, à cause de la seconde formule, 

A^sin (ax -h b) = — 4sîn* — sïn(ax-h b -^ ah)y 

2 

et ainsi de suite. 

CALCUL INVERSE DES DIFFÉRENCES. DÉFINITIONS 

ET NOTATIONS. 

736. Le calcul inverse des différences a pour objet de 
déterminer une fonction quand on connaît sa différence 
finie, ou lorsqu'on a une relation entre cette fonction, 
quelques-unes de ses différences et la variable indépen- 
dante. Mais nous nous bornerons au premier cas 

Soit X la variable indépendante dont Taccroissement 
Ax est supposé constant et égal à h ; soientF [x) la fonction 
Inconnue exf[x) la différence donnée : on doit avoir 

AF(^)=/(x), on F{x4-/i) — F(:p)=/(x). 
La fonction F [x) dont la différence est/ [x) se repré- 
sente par\ f[x)'i et se nomme Y intégrale aux différences 

»7- 
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finies àef[x). D'après ces notations, les caractéristiques 
\ et A appliquées à la même fonction se détruisent, et 
l'on a 

737. Dans le calcul intégral ordinaire, quand on a ob- 
tenu une intégrale particulière d'une différentielle donnée, 
on ajoute à cette première solution une constante arbi- 
traire pour former l'intégrale générale, Dans le calcul in- 
tégral aux différences finies, ce n'est pas une constante 
arbitraire qu'il faut ajouter à une intégrale particulière, 
mais la fonction la plus générale dont la différence est 
nulle. Ainsi (f [x) étant une fonction dont la différence 
est/(x), il faudra qu'on ait 

F(ar)r=ç(x)-hu(x), 

TS [x) devant satisfaire à l'équation 

Ad [x) =0 (a: -f- A) — xs [x) =. o. 

La valeur de la fonction xs [x) est complètement arbitraire 
quand x varie depuis une valeur quelconque a jusqu'à la 
valeur a 4- A. Pour les valeurs de x, qui ne sont pas com- 
prises dans cet intervalle, la fonction o [x) sera déter- 
minée par la condition de reprendre la même valeur 
quand x augmente de h. On la nomme, pour cette raison, 
une fonction périodique. 

Cette fonction peut être représentée par une courbe. 

Prenons sur Taxe Ox des intervalles AA', A'A", 

hl'Al"^. . . ) égaux à A 5 puis, élevons les perpendiculaires 

Fig. 139. égales AB, A'B', A"B",.... 

Traçons à volonté Tare 

BMB', etsoitBB'B"B'^.. 

une ligne composée d'un 

nombre indéfini d'arcs 

égaux à BMB'. L'ordonnée 

de cette courbe aura la même valeur pour des valeurs 
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de X dont la différence est A, et représentera la fonction 
thercliée. 

On aurait une fonction jouissant de la propriété en 
question, si Ton prenait . 

Ts[x)^W{ sin — — , ces -y- 1 , 

Y désignant une fonction tout à fait arbitraire. 

THÉORÈMES SUR LES INTÉGRALES AUX DIFFÉRENCES FINIES. 

738. Dans le calcul intégral, 1 f{oc) rfo: représente la 

somme des valeurs de la différentielle f[x) dx quand x 
varie de a à J. L'intégrale aux différences jouit d'une 
propriété analogue. 

Soit F (j:) une fonction dont la différence finie est jf(a:). 
On a, quel que soit x, 

AF(a:) ou Y{x ^h) — Y[x)z=^f{x). 

Appelons a:o, Xi, .rj , . . . , x„ des valeurs de x croissant 
par intervalles constants et égaux à A. On aura 

F(.rO-F(.ro)=/(ro), 



F(a;„)-F(^„_,)=:/(^„_,), 

d'où 

(i) F (.r,) - F (.r«) =/(^«) +/(^0 -h . . . -h/(^„-t), 

ce qu'il fallait démontrer. 

Notons encore, comme exemple de l'analogie des deux 
calculs, les formules 

(3) ^aii^^i, 

tonséquences évidentes des formules (i) et (3) du n° 728. 
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INTÉGRATION DE QUELQUES FONCTIONS. 

739. On a trouvé (73o, 2°) 

^a* = fl*(fl* — i), 
d'où, en désignant par C une fonction périodique (737), 

^ a^ — 1 

Si Ton donne à x les valeurs 0,1, 2 , . . . , n — i , on a 
A = I, et en appliquant la formule (i) du n° 738, on aura 



I -f- fl + a* ^- . . . -4- «"- 



a — I a — I a — i 



formule qui donne la somme des termes d'une progression 
géométrique. 

740. On a trouvé (735, 3°) 

A sin [ax -4- 6) = 2 sîn - ah cos lax-\ h b\: 

1 // ., . 
changeons x en x > il vient 



A sin ( ûjc h ^ ) = 2 sin - rt^ cos (ax -f- ^), 

y cos(ax -¥- b) = ^ ^H-C. 



2 sin — ah 
2 

En faisant x = o, i, 2,..., n — i, on aura 

cos^ -t- cos(a-{-è)+cos(2«-i-^)-h. . .+ cos[(« — i)a + ^] 

. I 
2 sin — a 
2 



Digitized by 



Google 






CIIVQUArïTE -SEPTIÈME LEÇON. ^63 

c'est-à-dire 

CQsb + cos(fl+ô)-hcos(2aH-6) + . • .-t-cos[(/ï — i)a-hb] 

, na //? — I \ 

sin — cos I a -^ b] 

2 \ 2 / 

^^^2. ^^ • 

. . I 
sin-a 

2 

On trouvera de la même manière 

sinô 4-sin(rt4-ô) + sin (20 + ^)-i-. . .-l-sin[{/i — i)a-^b'\ 

. na . [ n — i ,\ 

sin — sin a -^ b] 

___ 2 y 2 /^ 

1 

' sin - <i 
2 

741. En intégrant la formule (5) du n° 734, et rem- 
plaçant X par X — hj et n par /i H- i , on a 



V J?(a: + /i)...[x + (/î— i)/i] 



(0 ^ (ar-//)ir(^+A)...[jr-4-(« — l)//] 

r-"TTp -^ ^- 

On tire de la seconde formule du n** 735 (i°), en y chan- 
geant n en n — i , 



iL 



, ^^x(jr'r-h). . .[x-{-(n — i)h] 

(2 ) < 

■ _______ _^ ^ (^ 

\ («—!)/« ;c(a:-4-/i) (.r+2/!)...[aî4-(/i— 2)/*] 

En changeant ar en m -H A, dans la formule (i), puis 
faisant A = i, on aura 

i.2.3.../i4-2.3.4...(''4-i) + 3.4.5...(« + 2)+.., 
(3) ; +/w(/w4-i) (w-r 2). .. (m -i-/i — l) 

/Tîfw -f-i) fw -f- 2). . .{m -^ n) 



Ici la constante est nulle parce que le premier membre 
est nul pour m = o. 
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Par exemple, si w == 3, on a 
i.2.3-i-2.3.4-+-3.4.5-f-...H-m(iw-f-i){/in-2) 

= T- m (m 4- i) (/w -i- 2) (^ + 3). 

On tirera, de même, de la formule (2) 

II I 



(4) 



I.2.../I 2.3...(/H-l) 



/?i(m-l-i)...(iw-i-/? — i) 



=_L_r ! î ^1. 

n — I Li.2.3...(/i — 1) . (/wH-i)...(/w4-/i — ijj 



Par exemple, on a : pour n = 3, 

I 



I I 



1.2.3 2.3.4 3.4-5 

I I I 



f-...-i- 



/»(//! H- i) \jn -t- 2) 



4 2 (iîi H-i) (/w-h 2)' 



pour n = 2, 



I I 

1.2 2.3 






m -Y- 1 



m{m-^ i) 

Il est facile de vérifier ce dernier résultat, car le premier 
membre peut se mettre sous la forme 

(— î)-^(^-î) + (5-î)-^---^(i-;rTT)' 

et la somme de ces termes est ëyidemment égale à 

1 
I • 

m 4-1 
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CINQUANTE-HUITIÈME LEÇON. 

SUITE DU CALCUL INVERSE DES DIFFÉRENCES. - FORMULES 
D'INTERPOLATION. 

Intégration des fonctions entières. — Évaluation des sommes par les 
ÎQtégrales ordinaires, et des intégrales par les sommes. — Formule de 
Tfewton. — Formule de Lagrange. — Approximation des quadratures. 



INTÉGRATION DES FONCTIONS ENTIERES. 

742. L'intégrale d'un polynôme du m'^"** degré 

étant un polynôme du degré m + i^ posons 

V/(ar) = A'a:"+'-h B'x^ -h Cx'"^ -h . . . , 

A', B', C, . . . désignant des coefficients inconnus. 
On doil avoir 

A' [(x H- A)'«+' — x^'] -4- B'[(J7 -f- //)"— .r^] -^ . . . 
= Ax" -+- Bar"-' -h Cx^-'-f- . . . , 

OU bien 

{/iH-i)A'^x«4- ri?^-±il^ A' /*'-+- B'iw^l x^- 

^ L-l^ ^A'A«H ^^ -'B'A'+(/w— i)C7i Le"-' 

1.2.0 1.2 J 

En égalant les coefficients des mêmes puissances de x dans 
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les deux membres, on aura 

V _ A B I 

A =: ; -r» D — — r A, 

(/w4-i)A mh 2 

C I ^ m Ah 

C=- -T Bh , 

(//i — i)n 2 12 

et ainsi de suite. 

Pour trouver \ x'", il suffit de faire A = i , B = o, 
C = o, . . . , et Ton a 

A — ~7Tî ■" — ' ^ — ' • • • 1 

(//Z-l-l)/i 2 12 

d'où 

V^ I II 

\ j^" = a^-^^ af*'-\ mh.if^^ — .... 

^ [m-h\)h 2 12 

On voit que le premier terme est égal à l'intégrale de 
afdx divisée par A, et que le coefficient du second terme 

est égal a • 

743. On peut trouver \ x"*, et plus généralement 
N f(x)y par la série de Taylor. On a 

/{a:+/0-/(^) 
ou 

A/(x)=^/'(x)-{--^/"(x)+...; 

ce développement se termine de lui-même quand y*(x) 
est une fonclion entière de x. 

Si Ton intègre les deux' membres, on a 

et, si l'on pose y (x) = x'"+% 

(/w H- i)/w (/w — i) ..V' 
1.2.3 ^j 
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Pour déduire de là \ a:"', il faut faire successivement 

m = o, I, 2, 3,. . .; on aura, C désignant une fonction 
périodique (737), 

V , ^^ I , ^ . /^ 



La formule générale (738) 

/(^o) +/(:r.) + . . . 4-/(^„_t) = F(^„) ~ F(xo) 

permet de déduire de l'intégrale \ a?'" la somme des 

puissances m*'"*" des nombres i, 2, 3,. . ., w. 

Si Ton fait A = i, et qu'on donne à x les valeurs o, i, 

2, 3,..., w, ce qui change \ x^ en y jf-hx^^ on aura 
II «(/ï-f- 1) 

?. 2 2 

20 1.2.0 

424 4 

5 2 3 3o 



On remarquera que la somme des cubes des n premiers 
nombres est le carré de la somme de ces nombres. 
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SOMMATION DES PILES DE BOULETS. 



744. Considérons d'abord une pile à base triangulaire» 

L Soit n le nombre des boulets contenus sur un côté de la 

y base, la base contiendra un nombre de boulets égal à 

I + 2H- 3-i-...-i-/ï=— i i- 

[ Pour avoir le nombre total N des boulets, il faut faire 

\ successivement /i = i, a, S,.-»? ce qui donnera les nom- 

\ ' bres de boulets contenus dans les diverses tranches à 

\ partir du sommet. Le nombre cherché est donc égal à 

'f 

\- J. 'i. '2. ^ ' 'JL 

[^ ou, d'après la formule (3) du n° 741, 

r (!) ^^ . (» + ,)(» + .) , 

i ^ 1.2.3 



Si la base de la pile est un carré dont chaque côté ren- 
ferme n boulets, le nombre des boulets de cette tranche 
sera zt*. La somme de toutes les tranches sera donc 

H-a2+ 3»H-...-+-«% 
et Ton aura (743) 



f Soit enfin une pile rectangulaire. Appelons n le nom- 

i^ bre des boulets contenus dans le petit côté de la base, et 

^- a H- I le nombre des boulets qui forment la rangée supé- 

rieure de la pile. Par l'une des extrémités de cette rangée, 
concevons un plan parallèle au plan du triangle équi- 
|; latéral qui aboutit à l'autre extrémité. La pile se trouve 

|; alors partagée en une pile à base carrée et un prisme 

I dont l'arête la plus élevée contient a boulets. Donc, si 
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Ton nomme N le nombre des boulets de la pile, on aura 

n(n-^i)(^n^i) /i (;i -|- i) 

6 2 



ou 



(3) ^^ /i(/?-4-i) r fl-f-i+a(/i + g)l 

or, a -H lest le nombre des boulets de l'arête supérieure, 
et n + a le nombre des boulets d'un côté de la base : 
donc le nombre des boulets dhine pile rectangulaire est 
égal au nombre des boulets contenus dans Vune des 
faces triangulaires y multiplié par le tiers de la somme 
des nombres de boulets contenus dans les côtés parai- 
lèles de la pile. 

Il existe une analogie évidente entre la formule (3) 
et celle qui donne le volume d'un prisme tronqué. 

ÉVALUATION DES SOMMES PAR LES INTÉGRALES ORDINAIRES, 
ET DES INTÉGRALES PAR LES SOMMES. 

74S. Soit 



Y[x)z= Cf[x)dx ou /(^): 



dx 



On a, par la formule deTaylor, 

F(x + A)-F(x)=/</(x)-f- -^/W + T^^/'W -»-•••• 

Donnant à x les valeurs Xo, JCi, JCsi . . • , JCn-i et dési- 
gnant Xn par X, il en résultera : 

I • 2 \ • Ji . O 



F (X) - F{x,_.) 

I.2 l.^.\) 



Digitized by 



Google 



1 



a^o COURS d'analyse. 

et, en ajoutant, membre k membre, 

F (X) -F (xj =A[/(x,) +/(^.) + ... +/(x._,)] 



('H +^l/'W+/'(^.)+...+/'(^.-.'] 



( 

Posons 

/(^,)+/(xJ -f-...+/(x^.)=S/(;r), 

/'(^o)+/'(^.)+...+/(^«-.)=:S/'(^), 

Comme F(X) — F (x^) n'est autre chose que l'intégrale 
définie def(x) dx^ prise entre les limites Xo et X, Té- 
galité (i) pourra s'écrire 

(2) r /w^=^s/w+-^s/'w+--^s/''(x)+... 

*/Xp *•-* 1.2.0 

Remplaçanty*(x) successivement par/' (-^^Ij/^Ij^)— 
dans Tégalité (2), on aura 

/(X)-/K) = AS/'(x)^--^S/''W+-^Sr(x)+... 

1*2 1 .2*<J 

3j l/'(X)-/'(x.) = AS/'(x)+ ils/"'(:r) + -^S/"{x)+... 
I /"(X)-/''(x.)=ASr(x)+ ils/"(x)+ . . . 



\ 



Multipliant les égalités (2) et (3) pan, A A, B A', Ci',..., 
et ajoutant, il vient 

j^ /(x)rfx+AÀ[/(X)-/(x.)]+BA'[/'{X)- /'(x,)] 
'' + C A» [/'(X)-/''(x. )]+,.. 



(4)( 



: AS/(x) + A'S/'(x) (^ -H a] 
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Le second membre de celte égalité se réduit à hSf(x)y 
si l'on pose 

.-+-A = o, 





l'on 


1 


2 
I 




-f- 


A 

1.2 

1 


+ B 
A 


4- 


0, 

B 
1 .2 


-f-C 






I. 


2. 

1 


3 


= 0, 




I 

tire 


2 


3 


.4 


.2.3 


d'où 





















A= > B = — , C = o, D=: î-, E = o,. 

2 12 ^20 

de là résxdte 



(5) 



12 



-^*'[-^''(^)--^'"Wl + --- 



formule qui sert à représenter une somme au moyeu 
d'une intégrale définie. 

746. L'équation (5), résolue par rapport à I f[x)dx^ 

fera dépendre la détermination d'une intégrale ordinaire 
de celle d'une intégrale aux différences finies. En rem- 
plaçant S/(x) par/(a:o) +f{Xi)+f{^i) -+-..., on 
. aura 

çy^x) dx = h p^ H-/(^.) +/(*,) + . . . + -^1] 

(6){ _^/..^(X)-/'(^.)] 
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Le premier terme du second membre représente la 
somme des trapèzes inscrits dans la courbe j =/{a:),ei ^' 
déterminés par des ordonnées équidistantes. Quant au 
premier membre, il représente Taire de celte courbe. 

747. Les coefficients A, B, C,. . . étant indépendants 
dej'(x)^ on peut les déterminer au moyen d'une fonction 
particulière. Si l'on prend 

ou aura 

/{x)dx = e^ — «*•», 






Sf(a:)=:e*^ + 6*»+* H- ... H- c^o+Cn-O A = L- fl", 

puisque lL=Xo-j- nh. Si Ton porte les valeurs précé- 
dentes dans l'équation (4), le facteur e^ — e'» se trou- 
vera commun aux deux membres, et, en le supprimant, 
on aura 

(7) -j = i-i-AA-hB^' + CA3-+- 

ff * 

Il suffit donc de développer -^—^ suivant les puissances 
de hj ce qui se fera par la formule de Maclaurin. 

On sait déjà que A = 5 l'égalité (7) revient doncà 

la suivante, 

c* — I 2 2 (e* — i) 

ou bien 

h __h 

H-BA^+C/*^+DA«-f-... = -fl±^— 1. 

Le second membre ne change pas quand h est remplacé 
par — h. Donc le premier membre ne doit renfermer que 
des puissances paires de A, et Ton a 

C = o, E = o , . . . . 
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FORMULES d'interpolation. FORMULE DE NEWTON. 

748. L'interpolation a pour objet de trouver une 
fonction d'une variable, connaissant les valeurs de cette 
fonction qui correspondent à un certain nombre de valeurs 
données de la variable. Ce problème est indéterminé 
tant qu'on ne fixe pas la forme de la fonction cherchée, 
car il revient à faire passer une courbe par des points 
donnés, ce qui peut se faire d'une infinité de manières, 
tant que la courbe n'est pas définie. Le problème de l'in- 
terpolation devient déterminé quand la forme de li fonc- 
tion est donnée et qu'elle renferme autant de paramètres 
distincts qu'il y a de valeurs données de la fonction. Par 
exemple, si l'on se donne ti -h i valeurs d'une fonction 
entière du degré n, correspondant à n 4- 1 valeurs de la 
variable, on aura n-hi équations pour déterminer les 
w -f- i coefficients inconnus. 

Nous examinerons d'abord le cas où les valeurs de la 
variable sont en progression arithmétique. 

Soient donc 

^0 > ^1 > ^a > • • • , ^n » 

w -h I valeurs d'une variable, et h leur différence con- 
stante. En choisissant convenablement l'origine des x, 
on pourra faire en sorte que 

Xq = Of XiZ=i hy :r2 = 2 ^ , • . . , jrn=:nh. 

Soient 

Uùy «I, «a,..., Un 

les valeurs correspondantes d'une fonction u, que nous 
supposerons entière et du n**"*' degré. A l'aide da ces va- 
leurs on pourra former les différences successives Auo) 
A'uo, A'ao, j àruo. Mais on a (731 ) 

m{m — i) ^ 
Un=Uo-\-m^Uo-\ • A^a. -h.... 

I .2 
Stbrm — jin,, II. l8 
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I Ce développement de u^ s'arrête de luî-tnème au terme 

fc qui contieut A'" 1/0, parce que les coefficients des termes 

fe suivants sont nuls. Ainsi, on peut le prolonger indéfi- 

P nîment. En supposant m moindre que /i, ou au plus égal 

à 71, on peut écrire 

' m(m — i) (w — 2)...f/w — n-hi) 

• — ^^ ^^ 5 ^^ àTu., 

I .2.3. . ,n 

Remplaçons m par j 9 et posons 

(2) \ ^ 

-H-U— i)... - — «4-1) 

l h\h J \k /1.2.../1 

Le polynôme u se réduit évidemment à w„ pour x = mA ; 
par conséquent, il prend les valeurs 

Wo, wi, «2, • , a», 

lorsque x est égal à 

o, À, 2 /«,... , nh^ 

et comme ce polynôme est du n"'"* degré, il satisfait à 
toutes les conditions du problème. 

La formule (2) est connue sous le nom de formule 
r de Newton. 

foumule de lagrànge. 

749. Supposons maintenant que les valeurs doonées 
de x, 

X^y Xlf X^J • . . , X^^ 

soient quelconques. Posons 

(i) a = A-{-B^-i-Car»H-...4-G^. 

) On a, pour déterminer les /» -H i coefficients A, B, . . . , G» 

t 
\ 
P 

k ^ 

r 
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les /i + 1 conditions 

II, r= A -{- Bxo -f- Ca?J +... 4- G^î, 
a, — A + Bx, -4- Car; -4- ... -h- Gx", 
(2) < «2 = A4-Bj7aH-CxJ+...H-G^^, 



\ tt„ = A -h B j:„ 4- Cx^ -4- . . . -f- Gj:^. 

D'après les formules relatives aux équations du pre- 
mier degré, les expressions des inconnues A, B, C,..., G. 
coriliendronl Uo, «i, . . . , m„ au premier degré. En rem- 
plaçant A, B, C, ... 5 G, par leurs valeurs dans la fonction 
u, et réunissant tous les termes qui renferment Uq^ Ui,..., 
u„, on aura donc 

U = P«f/o -f- P| W| -f- PaKî H- • . + P««ii> 

Po, Pi, Pî, . . . , P„, étant des fonetions de a: et de x^j x^ 
Xi,. , . , Xn* Si l'on fait x = Xo, dans la formule précé- 
dente, on doit trouver u = Uo, ce qui exige que l'on ait 

P, = I , Pi = O, Pa = O , . . . , P„ = O, pour JC = Xftj 

car les quantités i/o, lii, zi,, . . . , u»? n'ont aucune dépen- 
dance entre elles. De même, on aura 

Po=o, Pi==i, P,=:o,..., P„ = o, pour Jt = ^i, 

et ainsi de suite. 

La fonction Pq devra donc être nulle pour x = Xij 
x = j^s , . . . , x = a:„^ et comme elle est du /i""*' degré, 
on peut écrire 

Po = K (a: — or, ) ( j: — a:,) . . . (a? — ar„), 

K étant un coefficient numérique. Mais Pq doit être égal 
a l'unité pour X = Xo, donc 

d'où résulte 



P« = 



[x, — Xt ) {Xf —«,)... (x^ — x^) 

i8. 
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Ou trouvera de même 

p __ (J? — Xq) (x — X,). ..(X— JT, ) 
[Xx — X^j [Xi — X2) . . .(^i — x«) 

p __ (JT --- .r,) (j; — .r^) {x — x^) . . ,(x -^ x„) 

(Xi— X^) (Xj— X^) {Xj— Xi). . .(J72— ^n)' 

et ainsi de suite. En portant ces valeurs dans Fexpres- 
sion de i/, on aura la formule d'interpolation due à 
Lagrange, 

^__ (j? —Xx) (.r —Xj). . ,{x —Xn) ^ 

"^ (x^—Xi)[x9 — X2). . .{x^—x^) 

(x — X^) {x -^X^). ..(x — Xn) ^ 
(3) < (Xi — X^){Xi^X^)...{Xx — Xn) 

f (.y •— Xq) {x — Xx). . . (.r — Xn_i) 

\ {Xn— X,) (a!„ — a:,).. . ( J?n — ^«-1 ) ""' 

Il n'existe pas d'autre fonction du n'*"** degré remplis- 
sant les conditions énoncées, car si Ton avait encore 

M = A' -f- B'x -i- . . . 4-GV, 
il faudrait que la différence 

A ~ A' -h (B — B') X -4. . . . -h (G — G').r« 

devint nulle pour les /z -f- 1 valeurs ,ro> ^n «^Cj, . . . , a:„, 
ce qui est impossible, car une équation du /i*'*"* degré 
ne peut admettre plus de n racines. 

750. La formule de Lagran^ge peut se déduire de la 
décomposition, en fractions simples, d'une fraction algé- 
brique rationnelle jj—.^ dans laquelle le degré de ç {x) 

est moindre que celui def(x), et dont le dénominateur a 
toutes ses racines inégales. 
Posons 

ep {x) = «, /(x) = (x — X,] {X'-x,),.. [x — Xn) : 
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on a (I, 331): 



Maïs (j>(xo) = Mo ei 

Donc, SI l'on multiplie les deux membres de Tégalîté (4) 
pary(j:), on trouvera que <f{x) est la somme de plu- 
sieurs termes de la forme 

( j? — .r,) {œ — x^] . . .{x — - Xn) 

FORMULES d'approximation POUR LES QUADRATURES, 
RECTIFICATIONS, CUBATURES. 

751. L'évaluation des aires, des longueurs, des vo- 
lumes se ramène, en dernière analyse, à la détermination 
d'une ou de plusieurs intégrales définies relatives à une 
seule variable. Mais il est souvent impossible d'effectuer 
l'intégration indiquée, et il faut recourir à des formules 
d'approximation. 

Supposons qu'il s'agisse d'évaluer l'intégrale 
»x 

f{x)dxz=zS, 



y 



ou Taire de la courbej^=/^(x). 

La formule d'Euler (746) offre un premier moyen d'ob- 
tenir une valeur approchée de celte intégrale. On peut 
aussi, à l'aide des formules d'interpolation, remplacer 
f{x) par une fonction entière du j^'*'"* degré que l'on 
intégrera, ce qui revient à remplacer la courbe j^ =:y( a:) 
par une parabole du j^**'"' degré qui a w 4- 1 points com- 
muns avec elle. On peut encore prendre une suite de para- 
boles du second degré, et remplacer les parties corres- 
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^ pondantes de l'aire cherchée par celles de ces paraboles. 

I C'est celte dernière méthode que nous allons développer. 

|- Partageons Tîntervalle X — Xo en un nombre pair n 

% de parties égales. Par les trois points de la courbe, 

(xo,j"o), (a:i4-A,jt), (xo 4- 2 A, j^i), faisons passer une 

^; parabole du second degré dont Taxe soit parallèle à Taxe 

des y, ce qui est toujours possible, comme on sait. Dési- 
gnons par z l'abscisse comptée à partir du pied de la pre- 
mière ordonnée. L'équation de la parabole sera 

jr =A -hBz-hCz\ 
et nous aurons 

X, = Ay j,z=AH-BA-4.CA„ 7' = A + 2BA + 4CA'; 



fc 



l et ensuite, 



r ydz= ^ (sa + 3B^ + 4CA^) 



X 



:=^(A + 4A+4B^-|-4CA»-t-A-f-2BA-f 4CA'); 
par conséquent, 

O ^ 

On opérera de la même manière sur les autres parties 
de Taire, et Ton aura une valeur approchée de cette aire 
en faisant la somme de ces parties, savoir : 

3 (/o + 4r. -HrO + 3 (^' -^ ^OTz -^Xk) 



ce qui revient à 

Cette formule est due à Thomas Simpson. 



s==^|>o+r„-f-2(/,-+-/4-4-...-4-r„-.0+4(7«-*-r»-^---+r»-.)] 
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CALCUL DES VARIATIONS. 



CINQUAMTE-NÏUVIÈME LEÇON. 

VARIATION D'UNE INTÉGRALE DÉFINIE. 
But da calcul des variations. — Définitions et notations. — Théorèmes sur 
la permutation des signes J et ^, | et $, — Variations d*une intégrale 
définie / Ydx, — Cas où V ne dépend pas des limites. — Cas où V 
contient deux fonctions de x, — Cas où V dépend des limites. 



BUT DU CALCUL DES VARIATIONS. 

752. Dans les questions ordinaires de maximum et de 
minimum, on donne la forme d'une fonction d'une ou 
de plusieurs variables, et l'on cherche les valeurs parti- 
culières qu'il faut attribuer à ces variables pour que la 
valeur de la fonction diminue ou augmente lorsqu'on mo- 
difie irès-peu ces variables. Dans le calcul des variations, 
on considère une intégrale définie 

qui renferme sous le signe / une variable a:, une fonc- 
tion inconnue y de cette variable, et quelques-unes de 
ses dérivées, et il faut trouver pourj^ une fonction {(x) 
telle, que cette intégrale ait une valeur plus grande ou 
plus petite que si l'on remplaçait [(x) par une fonction 
d'une forme tant soit peu différente. On voit en quoi les 
nouvelles questions se distinguent des questions ordi- 
naires. Ce n'est pas une ou plusieurs valeurs particulières 
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qu'il faut déterminer, mais la forme d'une certaine fonc- 
tion inconnue, ou la valeur de j^ en fonction de x, 

753. Plusieurs problèmes de géométrie conduisent i 
chercher le maximum ou le minimum d'une inlégrale 
définie. En voici un exemple: Étant donnés deux points 
C et D, trousser une courbe plane CMD telle ^ que la sur- 
face de révolution engendrée par le moui^ement de cette 
courbe en tournant autour d^un axe Ox situé dans son 
plan, soit un maximum ou un minimum. 

Soit S la surface : en posant 
OA = x^, OB = Xi, on aura 
(I, 442) 





Fig. 1 


3o. 




y 






C 

/ 


X 






"ô 


Â 


] 


? i 


l X 



• dx. 



Il faut donc trouver une fonc- 
tion dex,j^ = f(x), telle, que l'intégrale précédente ait 
une valeur plus grande ou plus petite que toutes celles 
qu'on obtiendrait en modifiant infiniment peu la forme 
de la fonction f(x). 

754, La marche à suivre pour résoudre ces nouvelles 
questions diffère peu de celle qu'on a déjà suivie dans les 
questions ordinaires de maximum et de niinimum. On 
suppose connue la fonction cherchée : on la fait varier 
infiniment peu, et l'on exprime que la valeur de l'inté- 
grale augmente si cette intégrale doit être un minimum, 
ou diminue si elle doit être un maximum. Mais pour 
arriver à ce résultat il faut trouver les accroissements ou 
variations de/ et des quantités qui en dépendent, quand 
on change la fonction de x qui exprime^. 

DÉFINITIONS ET NOTATIONS. 

755. Soient 

Téqualion d'une courbe CMD, et 
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Téquation d'une autre courbe C'ND' qu'on obtiendrait 
en faisant varier extrêmement peu la fonction {[x) . Si Ton 
appelle oy l'accroissement de l'ordonnée MP quand on 
Fig. i3i. passe à la seconde courbe, l'ab- 

scisse restant la même, on aura 



^7 = NP — MP, 
ou 

Cette différence âj est ce qu'on 
nomme la variation de l'ordonnée ou de la fonction. 

On voit par là que la différentielle est l'accroissement 
de l'ordonnée quand on passe du point M à un point infi- 
niment voisin sur la même courbe^ tandis que la variation 
est l'accroissement de cette même ordonnée quand on passe 
du point M à un point infiniment voisin sur une courbe 
infiniment peu différente de la courbe donnée. 

756. On ramène les variations aux différentielles en 
regardant j^ comme une fonction de x et d'un paramètre 
arbitraire t. Soit 

et supposons que 9 (^5 t) devienne i[x) pour une cer- 
taine valeur de f , et que pour une valeur peu différente, 
^4-5^, cette fonction devienne ê[x). En appelant ^j 
l'accroissement infiniment petit dey, lorsque t reçoit 
l'accroissement ^t^ on aura 

Si, au contraire, t reste constant, on a 

dYz= ^ dx, 

-^ dx 

Ainsi ày et dy sont les différentielles d'une même 
quantité-, mais ^y est la différentielle de y considérée 
comme fonction de f, x restant la même^ tandis que dy 
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est la différentielle de y considérée comme fonction de a:, 

t ne changeant pas. 

757. Il est souvent nécessaire de faire varier, à la fois, 
X et j^, quand on passe de la courbe proposée à la courbe 
infiniment voisine. On représente alors par $x et par Jj 
les accroissements, d^ailleurs arbitraires, de ces deux 
variables. On peut, sans établir de liaison entre ces ac- 
croissements, regarder x ^ly comme des fonctions d^une 
variable indépendante ii, et d'un certain paramètre t : soit 

On supposera que pour une valeur particulière de f, 
par exemple t = o, j^ devienne une certaine fonction 
de j:, f (j;) et que x devienne une fonction quelconque 
de u,f(u)» On aura donc 

En faisant ensuite varier t d^une manière continue, à 
partir de o, la forme de la fonction de x, représentée 
par j-, changera insensiblement. 

Pour avoir les variations de x et do Xy on multipliera 
par ât les dérivées de 9(11, t) et de tp(i/, t) par rapport 
à ty et l'on aura 

au lieu que, si laissant à t une valeur constante on faisait 
varier u, on aurait 



dx:=L -^ du , 
du 



djrz=z^ du. 
du 



758. Lorsque xel j prennent les accroissements ^x 
et dy, toute fonction U, qui dépend de x^ dej^, et d'une 
ou de plusieurs dérivées àej par rapport à ar, prejid un 
accroissement correspondant AU. On appelle variation 
de U la partie de AU qui ne dépend que des premières 
puissances des variations dx et $y. 
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Or, d'après la formule de Taylor, on a 
dx dy 

On aura donc 

d.x dy 

Si l'on considère x eiy comme des fonctions d'une va- 
riable indépendante u et d'un paramètre f, on aura 

-j- désignant la dérivée par rapport à t, de U considérée 

dY dx 
comme fonction de x^r^ ---t —z — ? • • » > et ces dernières 
*^ dx dx 

quantités comme fonctions de t, 

759. On appelle variation seconde d'une fonction U 
la variation de 5U : on la désigne par cî*U, La variation 
de celte dernière est appelée variation troisième de U et 
se désigne par d^U, et ainsi de suite. 

THÉORÈMES SUR LA PERMUTATION DES SIGNES 



U Tet s. 



760. La variation de la différentielle d^une fonction 
de X est égale à la différentielle de la variation. 

En effet, on a (758) 

d— d — 

§dV= -^ du9ty d§V = —^ duSt. 
dt ' du 

Donc 

$dliz:^d$\3, 

ce qu'il fallait démontrer 



'4 
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761. On conclut de là 

puisque 

et généralement 

762. On peut aussi inteivertir l'ordre d 



En effet, soit 






soient i/q et Ui les valeurs de la variable ind^ 
qui correspondent aux limites 0*0 ^^ 0^1 : on a 



f Wdxz= Y^du. 



Supposons maintenant que t se change en 
viendra 



^U = ^ 



.. du 



Puisque les limites u^ et Wi sont îndëpend 
variable t à laquelle se rapportent les diff 
indiquées par la caractéristique 5, on peut 

le signe | > ce qui donne 



sous 



"'=r''('S)*' 



mais u ne variant pas avec f, on a 

\ du/ du 

et si l'on opère l'intégration par rapport 
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ce qu'il fallait démontrer 

VARIATION d'une INTÉGRALE DÉFINIE. — CAS OU LA FONCTION 
SOUS LE SIGNE I NE DÉPEND PAS DES LIMITES < 

763. Proposons-nous de trouver la variation de l'in- 
tégrale définie 

où V désigne une fonction quelconque de a:, de^ et d'un 
certain nombre de dérivées de y prises par rapport à x. 
Pour simplifier, nous supposerons que le nombre de ces 
dérivées se réduise à deux : soit 

d± 

D'après le théorème démontré (762), on a d'abord 

(i) $li= f'âiYdo'). 

Mais 

^.Vdx = SY.dx + N.$dx = $y.dx -f- V.dSx. 

Or, on a en général 

ÇydBx = V^:r — Csxdy. 
Donc, si (V5j:)o et (V(îx)i désignent les valeurs de ^àx 
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qui correspondent k x = Xq et k x = Xi, et si Ton pose 
pour abréger, 

on aura 

(2) f''\dSx = iVix)l- f'sxdY. 

Substituant cette valeur dans l'équation (i) qui revient à 

il en résultera 

(3) ^U=(V*x)i+ r\BVdx^èxd\), 

Par cette première transformation, la fonction V n'entre 
plus sous le signe / que par sa variation et par sa diffé- 
rentielle. 

764. Posons maintenant 

dx df^ dp' ^ dq 

on a 

dy = Me/JT -t- Nû(r H- ^dp H- Qrfy , 

5 V = UBx -+- N^j -f- ^§p -\- q§q. 

Portant ces valeurs dans l'équation (3) et remplaçant 
dy dp dq ., . 

i^U=(V^j:)i 

On voit que la fonction V n'entre plus sous le signe d'in- 
tégration. 



1 
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765. Pour simplifier encore cette expression, posons 

(6) (0=9^ — p$x^ 

0) représentant la différence des ordonnées qui corres- 
pondent, dans les deux courbes (755) , à Tabscisse x-^dxi 
on aura 

dfù = d^y — pd^x — dpSxy 

ou 

dtù = Bdy — pdSx — dpBx. 

Mais, à cause Ae dy' = pdx^ on a 

$dy =z p$dx H- ^pdx = pdSx + $pdx , 
donc 

dià = âpdx — dpSxy 

d'où 

(7) ^ = *''-?**• 
On trouvera de la même manière 

(8) ^=S<i-rSa:. 
L'équation (5) prend donc la forme 

(9) jjr%rfx=(V5x);+jf''(No. + P^ + Qg)rf^. 

766. On peut encore simplifier le second membre de 

celte dernière équation, et faire sortir du signe 1 les 

dérivées, de la fonction arbitraire &). On a, en intégrant 
par parties, 

De même, en intégrant deux fois par parties, 
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Substituant ces valeurs dans Téquation (g), il vient 



(10) 






formule dans laquelle — > -j^ sont les dérivées de P et 

de Q, par rapport à a:, en considérant y^ p, q comme 
liées à j:, au moyen de Téquation inconnue^ = f (x). 
En posant, pour abréger, 

la formule (lo) pourra s'écrire plus simplement 

ou bien 

(I) ^/ Vrf:c = r-f- / (K^^— K;?^x)d:r, 

Jx^ Jx^ 

puisque <ù = $y — pàx. 



767. On peut mettre F sous une autre forme en rem- 
dtù 
dx 



plaçant w et — par les valeurs 



« = ^7 — p^x^ 



Il vient alors 



'=!^-('-s)-«'>-(^-S)'--H 
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CAS OU LA FONCTION V RENFERME DEUX FONCTIOUS DE X. 

768. S'il entrait dans V une autre fonction z conte- 
nant X et quelques-unes des dérivées de z^ on obtiendrait 



la variation de / Vdx par un calcul analogue au pré- 

ait 

/ dy d\r dz d^z\ 



cèdent. Soit 



on aura 



Vdx z= r'H- / (K« -f- K'w') dx, 

en posant 

dz . d^z 

Tx=P^ ^^ = ^' 

^^N' ^--P' f^-0' 
dz-^' dp'-^^' 57-^' 

tù'=Bz—p'§x^ 

dV d^O' 
dx dx^ 

Quant à la partie désignée par F', on l'obtiendrait en 
ajoutant à F les termes qui résultent du changement des 
quantités P, Q, /?,..., en P', Q', p', . . . , dans l'expres- 
sion (i i) du n** 766. 

CAS ou LA F0I9CTI0N V DÉPEND DES LIMITES 
DE l'intégration. 

769. Revenons au cas où la fonction V ne contient 

qu'une seule fonction de j:, mais supposons maintenant 

qu'elle dépende des limites Xq et x^ de l'intégration. Il 

faut alors ajouter à la variation de l'intégrale les termes 

Sturm. — -^/2., IL 19 



Digitized by 



Google 



390 COURS D* ANALYSE. 

qui proviennent de la variation de ces limites, savoir : 

ï X, (^/-'^ ^'^'-^ w,'"-^ ¥/^') '" 

Mais comme $Xo , (Îj-q , . . . , ^^1, cî^i ? • • • sont des con- 
stantes dans Tîntégration relative à Xy on peut écrire 
sous la forme suivante : 

les termes qu'il faudrait ajouter à F. Les intégrales 
/ —- ax. I -7— ar, . . ., ne contiennent pk 



lus rien 



y qui dépende des variations. 

fï On compléterait de la même manière Ja valeur de 

[. â j Ydxj si V contenait deux fonctions, /, z, avec les 

p dérivées de ces fonctions, et leurs valeurs aux limites. 
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SOIXANTIÈME LEÇON. 

SUITE DE LA VARIATION D'UNE INTÉGRALE DÉFINIE. ] 

APPLICATIONS. ' 

1 

Autre moyen d'obtenir la yariation d'une intégrale définie. — Maximum ,^ 

et minimum d'une intégrale définie. — Conditions relatives aux limites. • '' 

— Cas où la fonction V contient deux fonctions de x. — Ligne la plus 1 

courte entre deux points, — d'un point à une courbe, — entre deux fi 

courbes. A 



AUTRE MOYEN d'oBTENIR LA VARIATION d'uNE INTÉGRALE ; 

■y 

DÉFINIE. ^ 

■I 

770. Les calculs par lesquels nous venons d'évaluer | 

la variation d'une intégrale définie peuvent être modifiés 1 
dans les applications. 

On a, précédemment (762), obtenu la formule | 






Après avoir remplacé dans V, qui est une fonction de x^y^ 
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p et <7, ces deux dernières quantités par —-? ~;7~~' ^^ 3 

prendra la variation de ^ dx en considéranr x, y^ dx^ | 

dy, d -j- comme des fonctions du paramètre t. Le résultat .| 

contiendra, sous forme linéaire, les variations $x^ dy, â 

et Sdxy ddjr, .... ou les différentielles dâx^ ^^Jt • • • • % 

Comme on doit ensuite intégrer par rapport à jc, on fera 1 

sortir du signe J , au moyen de l'intégration par par- va 

ties, les différentielles des variations ^x^ $j^ de sorte É 

qu'il ne restera sous le signe, que ces variations multi- 1 
pliées par des quantités qui en sont indépendantes. Le 

^9- 
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résultat sera de la forme 

(II) $ f^\da: = T-^ f \ESa:-i-KSx)dx, 

H et K étant des fonctions connues de a:, j et des déri- 
vées de y^ mais ne contenant pas les variations de ces 
variables. En comparant ce résultat avec celui qu'on a 
trouvé plus haut (766) 

' V^^ = r4-/ {T^By — Kp^x)dx, 

on en conclura que F et K doivent être les mêmes dans 
les deux expressions, et qu'on a identiquement 

H = — Kp. 

771. Le calcul qui a donné Téquation (I) n'a servi qu'à 
mettre en évidence cette relation. Dans les applications, 
on suivra la marche qui nous a conduit à la relation (II), 
sans passer par l'intermédiaire de la quantité auxiliaire oo, 
et sans recourir aux formules générales (766). 

Si l'on ne faisait varier que j^, on aurait ^x = o et 

Jx^ Jx^ 

r' se déduisant de F, par la suppression des termes qui 
renferment Sxq et âxi. 

Si Ton faisait varier x seulement, on aurait 

\dx=iT''-j- / mxdx 

' KpBxdXy 

F'^ représentant ce que devient F quand on y fait cîj^o = 0, 

(î/, = o. 

772. Les mêmes remarques s'appliquent au cas où il 
entre dans la fonction V une autre fonction z àex avec 
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les dérivëes p' ei ^' de z. On arriverait à une équation 
telle que 

Mais la marche suivie pour trouver la relation (II) don- 
nerait encore 

et ces valeurs doivent être identiques. Il faut donc que 
Ton ait 

H=: — (K/?-i-Ry). 

MAXIMUM ET MINIMUM D^UNE INTÉCHALE DÉFINIE. 

773. Proposons -nous maintenant de déterminer la va- 
leur de j- en fonction de x qui rendra Tintégrale 



%/x^ 



ydx 



un maximum ou un minimum. Pour fixer les idées, sup- 
posons que U doive être un minimum, et soit y =:f(x) 
la fonction cherchée. U faut qu'en donnant à x eiky des 
accroissements arbitraires et infiniment petits dx et iy, 

l'accroissement correspondant de l'intégrale / Ydx 

soit constamment positif, quels que soient les valeurs et 
les signes de Sx et de Sy, Or, l'accroissement de cette 
intégrale se compose de deux parties. Si Ton pose 

AU==iîU-l-p, 

la première partie â\3 renferme les variations Sx, 3y, 
Spy Sq au premier degré, et sous forme linéaire ^ la se- 
conde partie contient les puissances de ces variations su- 
périeures à la première et leurs produits. Quand ÔU n'est 
pas nulle, le rapport de |0 à dU a pour limite o. Donc, si 
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l'on suppose dx eidy infiniment petites, le signe de AU 
sera le même que celui de d\]. Il faut donc, pour que 13 
ait une valeur minimum, que Ton ait JU= 05 car au- 
trement, en changeant les signes des variations dx et <îj' 
sans changer leurs valeurs absolues, le signe de oU, et 
par conséquent celui de AU, serait changé, et U ne serait 
pas un minimum. Ainsi 

est la condition du minimum 5 c'est aussi celle du maxi- 
mum, car la différence AU doit aussi, dans ce cas, avoir 
toujours le même signe, ce qui ne pourrait être si la 
variation de U était différente de o. 

La condition dl] = o n'est pas suffisante pour qu'il y 
ait maximum ou minimum. En effet, d'après la série de 
Taylor, on a 

AU = ^U -f- — 52U H î-^ (î^u -i- . . . , 

1 .2 I .2.3 

si cîU est nulle, le signe de AU dépendra de celui de 5*U 
pour de petites valeurs de dx et de ^j. Par conséquent, 
si d'U reste toujours positive, lorsque les variations âx 
et Sj changent d'une manière quelconque, tout en restant 
infiniment petites, U sera un minimum. Si, au con- 
traire, 5*U reste négative, quels que soient dx et dy^ 
U sera un maximum. Enfin U ne sera ni un maximum ni 
un minimum si cî'U peut changer de signe. Mais on est 
souvent dispensé de cet examen par la nature de la ques- 
tion qui indique clairement l'existence d'un maximum 
ou d'un minimum. 

774-. L'équation cîU = o revient à 

' Kwr/x = o (766). 

Je dis que cette équation entraine les deux suivantes 
(2) r^o, K=r:0. 
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Et d'abord la fonction K doit être nulle. En effet, sup- 
posons qu'il n'en soit pas ainsi. On peut, pour chaque va- 
leur de X comprise entre Xo et Xi, changer à volonté les 
valeurs dé âx et de dj^ qui sont arbitraires, et conséquem- 
ment celle de co ou âj — p$x^ en supposant constantes 
les valeurs de $Xq, âj^^ âp^^ dxi^ dji^ ^Pi, qui sont 
relatives aux limites x^^ et x^. Mais le terme F, qui ne 
contient que les variations relatives aux limites, resterait 

JUcùdxj contenant la 

fonction arbitraire w, ne pourrait pas toujours conserver 
la même valeur quelle que fût cette fonction w, et par 
conséquent Téquation (i) ne pourrait pas être toujours 
satisfaite si K n'était pas zéro. 

On peut d'ailleurs établir ce point de la manière sui- 
vante. Comme w est une fonction arbitraire, en la choi- 
sissant de manière qu'elle ait le même signe que K pour 
chaque valeur de x, si la quantité finie T est positive ou 
nulle*, ou qu'elle soit de signe contraire à K, si F est 

négative, la somme F-H / Kwctr serait positive dans 

le premier cas, négative dans le second, au lieu d'être 
nulle. 11 faut donc qu'on ait K=o, d'où résulte aussi 

r = o. 

CONDITIONS RELATIVES AUX LIMITES. 

775. Lorsque V ne contient que a:, y^ p et q, l'équa- 
tion K = o, ou 

est du quatrième ordre, puisque -^ contient -—^ ou -j-; • 

Il faudra intégrer cette équation, et l'on aura un résultat 
de la forme 

^ = f(;p,c, cc'SC"'), 
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contenant quatre constantes arbitraires. Pour les déter- 
miner il faut avoir égard à l'équation 
(2) r=o, 

relative aux limites de l'intégration. Mais il est néces- 
saire de distinguer plusieurs cas. 

I** Si Ton donne les valeurs de a:, j", p, q aux deux 
limites, les variations de ces quantités étant nulles a ces 
limites, l'équation r = o est identiquement satisfaite, 
et si l'on représente par {'{x^ C, C, C, C"') la dérivée 
de f (a:, C, C, C", QJ") , on aura 

/ j.o = f(^o, c,c^c^ C"), 

(;>. = f'(a:.,C,C,C",n, 

c'est-à-dire quatre équations qui déterminent les quatre 
constantes inconnues. 

2° Si Fune des six quantités Xq^ y^^ po» ^m ^i* Pi 
reste arbitraire, pi par exemple, l'équation F = o ne 
sera pas identiquement satisfaite^ mais il faudra égaler à 
zéro le coefficient de ^pu et l'on aura l'équation Qj = o, 
qui, avec les équations (3), déterminera les quatre con- 
stantes et la valeur de p^. 

3° Si Ton avait entre les valeurs de o:, y^ /?, relatives 
aux limites, une équatiou 

(4) ?(^o, Jo» Po» ^iyXxy Pi) = O, 

on différentierait cette équation par rapport au para- 
mètre f, et l'on aurait 

dxQ cly^ dp fi dxi dy^ dp^ 

En portant la valeur de Jpi, tirée de cette équation, 
dans l'équation F = o, il faudra égaler à o les coefficients 
de (JjTo, ^joî ^Poj àx^ et 5^1. On aura donc cinq équa- 
tions qui, réunies aux équations (3) et (4), détermineront 
les dix inconnues C, C, C", C', a:©, ^o* /^o5 ^i? JTi? Pi- 
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Ces exemples suffisent pour montrer comment on de- 
vrait opérer, si Ton avait deux ou un plus grand nombre 
d'équations relatives aux limites. 

CAS ou LA FONCTION V CONTIENT DEUX FONCTIONS DE JT. 

776. Supposons maintenant que la fonction V con- 
tienne deux fonctions j et z de la variable x. On aura 
alors (768) 

(1) $ f \dx=zT-^ f *(K« + KV)r/ar = o. 

Cette équation équivaut aux suivantes 

(2) r = o, K = o, K'=:o. 

En effet, o) et c*)^ sont deux fonctions de x arbitraires et 
indépendantes Tune de l'autre, et F ne contient que les 
valeurs des variations relatives aux limites de T'utégrale*, 
donc, si K et K' n'étaient pas nulles, en laissant con- 
stantes les valeurs relatives aux limites, on aurait F = o, 
tandis qu'on pourrait faire varier tù et o)' de telle sorte 

que l'intégrale i (Kco -|- K'o)') dx ne fût pas égale à o. 

On doit donc avoir 

K=:o, K'=o, 

et par conséquent 

r = o. 

Les deux premières équations déterminent^ et z en fonc- 
tion de X. La troisième sert à déterminer les constantes 
introduites par l'intégration des deux premières. 

777. Nous avons supposé que^ et z étaient des fonc- 
tions indépendantes l'une de l'autre. S'il existait entre 
elles une relation 

les variations ^y et ^z ne seraient plus indépendantes. 



'% 
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On doit avoir, dans ce cas, 

dF ^ dF ^ dF ^ 

•— Sx -{--—-djr -h —- Sz = o, 
dx dy dz 

équation que Ton obtient en différentiant l'équation (i) 
par rapport à t. Remplaçons èy et $z par leurs valeurs 

$jr z=z pSx -{- ^y $z-= p'Bx •\- (a' : 
il vient 



V 




r. 


OU 




ld¥ dV dV ,\ . dV dF , 




ou enfin 


;. 


dF dF , 




car on trouve 



rfF rfF d¥ , 

-di^ipP-^-diP=''' 

en différentiant Téquation (i), par rapport à x. 
De Téquation (2) on déduit 

(IF 

et, par conséquent, 

8 f''\dx=zr-i. f'I K — Vi'% Udx. 

•''■ ■''■ \ V 

Pour que cette variation soit nulle, il faut qu'on ait 
(3) r = o, 

Les équations (i) el (4) feront connaître y et z en fonc- 
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lion de x. Quant à Téquation T = o, elle servira à déter- 
miner les constantes. 

778. On peut aussi éliminer Tune des quantités co, co' 
au moyen d'un facteur indéterminé. En multipliant par X 

l'équation 

dY dY , 

-— - w -f- -— - » = o, 

dy dz 

et ajoutant le produit à la fonction qui est sous le signe 

I dans l'expression 



on a 






-H 



On profite de l'indétermination de X pour faire dispa- 
raitre w', en posant 

et comme co, qui reste encore sous le signe / , est tout à 

fait arbitraire, il faut égaler à o la quantité qui la mul- 
tiplie, ce qui donne 

(6) '^ + ^^ = °- 

En éliminant X entre les équations (5) et (6), on obtient 
l'équation déjà trouvée 

dz dy 

779. Ce qui précède montre la marche à suivre dans 
le cas où la fonction V contient un nombre quelconque 
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de variables, liées entre elles par des équations données, 
les valeurs des variations qui se rapportent aux limites 
de Tintégration devant satisfaire à certaines conditions 
déterminées. Passons maintenant aux exemples. 

LIGNE LA PLUS COURTE ENTRE DEUX POINTS DANS UN PLAN. 

780. On demande la ligne située dans un plan, pas- 
sant par deux points A e^ B, et qui soit la plus courte 
qu^on puisse mener entre ces deux points. 
I' Prenons deux axes rectangulaires dans ce plan, soient 

( ^o)JKo les coordonnées du point A et Xx^jx celles du 

[; point B. Dans cet exemple on doit avoir 



E) 






et (774) 
mais (764) 






N=:05 P= — ^- , Q=:0. 

Il faut donc qu^on ait 
il s'ensuit 



= const., 



V/iH-/.» 
ou, ce qui revient au même, 

d'où 

(2) jz=C.r^-C', 

C et C étant deux constantes. D'ailleurs, il suflBl que 
l'équation K = o soit satisfaite, puisque, les valeurs dex 
et de j^ relatives aux limites étant fixes, les variations 
$Xo, ?/o) 5^1 î ày\ sont nulles, et, par suite, on a iden- 
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tîquement F = o, La ligne cherchée est donc une lign 
droite-, les constantes C et C se détermineront parle 
équations 

jo = C:ro -H C, y, = Car, -I- C. 

LIGNE LA PLUS COURTE d'uN POINT A UNE COURBE PLANE 

781. Soient A et BB' le point et la courbe donné 
dans le plan a: q;" ; et 

(0 y = ^{^) 

Féquation de la courbe. 

Soit, de plus, AB la ligne I 
plus courte menée du point A 
un point de la courbe donnée 
L'extrémité A de la ligne AB est fixe; Tautre extrémit 
peut varier de position sur la courbe BB'. 

En conservant les notations du cas précédent, on arriv 
encore à l'équation 

(2) y = Zx^Ç/\ 

la ligne cherchée est donc une ligne droite. 

Il faut maintenant déterminer les constantes C et C 
Or, on a 

(î j?o = o , (î/o = o » Q = o > 

mais les variations àx^ et hy^ ne sont assujetties qu'à 1 
seule condition que le point (:ri -h SoTi, j^i + dj'i) soi 
sur la courbe donnée. On a donc 





Fig. i32. 


1/ 






^r\ 




> 





c H X 



<î^i-+-/?i^Ji=.o, 

OU 

(3) i4-Cf(:r.) = o, 



d'où 

et comme 

on en conclut 
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Pi = C. 

On déterminera ensuite les constantes au moyen des 
équations 

Jo = CoTo -I- C, I + Cf (JT, ) = O, 

Il résulte de l'équation (3) que la ligne la plus courte 
entre un point et une courbe est une droite normale à 
cette courbe, 

LIGNE LA PLUS COURTE ENTRE DEUX COURBES PLAJSES. 

782. Soient 

(0 r = ?(^)> 

(2) x = H^) 

les équations de deux courbes situées dans le même plan. 
En raisonnant comme dans le cas précédent, on trouve 

que la ligne cherchée est encore 
. une ligne droite, 

(3) j = C^-4-C'; 

mais la détermination des con- 
stantes ne se fait plus de la même 
manière. Dans ce cas (Jxo, J/o? 
^Xi^ ^jx peuvent varier pourvu 
que le point A'(To-f- Jxo^ Jo-f- ^Jo) reste sur la courbe (i), 
et le point B'(a:i -+- 5a:i,ji -h âji) sur la courbe (2). 
Mais l'équation F = o (767) se réduit à 

qui se change, comme dans le cas précédent, en celle- li : 

(4) dx, [i -h Cf (^,)] -^ ^Xo[l -4- C^\x,)]=o, 

à cause des équations 
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Or, les variations Sxo et Sxi é i an t indépendantes Tune de 
l'autre, l'équation (4) se partage en deux, 

qui, réunies aux suivantes, 

déterminent complètement les constantes C et C, et les 
coordonnées a:^, ^q, ^15^1 ^^s extrémités de la droite 
minimum. 

Les équations (5) font voir que la ligne la plus courte 
entre deux courbes planes est une normale commune 
aux deux courbes proposées . 

EXERCICES. 

i . Trouver la fonction qui rend maximum V expression 

J' (i -=^=-\-ay\dx. 

Solution : y = \/ j~~2 — ^*- 

2. Trouver la courbe qui rend maximum ou minimum Cex^ 
pression 



Solution : En coordonnées polaires 

/•"+'C0S(/2 4-2) (9-0o) = C. 



Digitized by 



Google 



3o4 COURS d'aiïàltse. 



SOIXANTE ET UNIÈME LEÇON. 

o 

SUITE- DES APPLICATIONS DU CALCUL DES VARIATIONS. 

Autre manière de résoudre les problèmes précédents. — Ligne la plus 
courte entre deux points dans l'espace. — Ligne la plus courte sur 
une surface donnée. — Surface de révolution minimum. 



AUTHE MANIERE DE RÉSOUDRE LES PROBLEMES PRÉCÉDENTS. 

783. Au lieu d'appliquer les formules générales, on 
peut opérer dîrectement comme il a été expliqué n® 770. 
Dans les trois problèmes qui précèdent on doit avoir 

(i) 8 f '^da:^'hdj'' = o; 

mais en posant ds = y/dx* -h ^* , on a 

et comme l'intégration par parties donne 

'— ddx =z-— Sx— I $xd —-, 
as as J ds 

l'équation (i) prend la forme 



Mais de l'idcDtité 






Digitized by 



Google 



on lire 



d'où 



SOIXANTE ET UHIÈME LEÇOIT. 3o5 



dx ,(ix dr ,dr 

— d 1 — '-~ a -^ : 

ds ds ds ds 



ds dx ds ds 



Donc, pour que la quantité placée sous le signe d'in- 

dx 
Is 



tégration soit nulle, il suffit que l'on ait ^i -r- = o, ou 



d — = o. Supposons 



(3) 


j<^ 
'**=•'' 


il en résulte 


I 




)/i-hp' 


d'où 






-È=c. 



et 

(4) r = cx + c', 

équation d'une ligne droite. 

784. Déterminons maintenant les constantes d'après 
la nature du problème proposé. 

I** Si les deux points (j^oj^o)» (^lîJK'i) sont donnés, 
les variations des limites Jx©, Sjo^ i^i^ Sji sont nulles, 
et l'équation F = o, ou 

est satisfaite ideniiquement. Les constantes se déter- 
minent, alors, par les équations 

y. = Cx, -f C, yx = Cx, -f. C. 

2*^ Si le point A (o:©, /o) est fixe, et que l'autre point 
B(a'i,j^i) doive se trouver sur une courbe donnée, 

(5) r = ^W. 

STCaM.— -<:/«., II. 20 
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on a 

et l'équation F = o se réduit à 

dxi $Xi -h dft ^/t = o, 



d'où 






donc la droite (4) est normale à la courbe (5)^ car 
jri=!^^ (Xi) donne Sj^ = ^*{Xi) $Xi , et, par suite, on a 

H-C^^'(a:t) = 0. 

Les constantes C, C et les coordonnées du point ex- 
trême B sont déterminées par les équations 

X, r=r C^o -4- C\ I + Cf («,) ~ O, 

3° Enfin, si les deux points A et B doivent se trouver 
sur deux courbes données 

(6) x = ^{^)y r^^'W» 

on aura 

ce qui donne 

L'équation F = o se réduit alors à 

[dXi 4- dfi ^\xi)] ^07, — [rfjTo -f- df^ «p'(aro)] ^^o = O 
et se partage en deux équations : 

.H-|;f(x.)=o. 

parce que $Xo et $Xi sont des quantités indépendantes, 
et arbitraires. Ces deux équations montrent que la droite 
cherchée est normale aux courbes données. 
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Les constantes C et C, les coordonnées a^oj/o? ^n JKi 
des extrémités de la droite minimum sont déterminées 
par les six équations 

ro = Cd:o-+-C', jro = 9{^o)y I H- C/(Xo) = O, 
jr, = Cx, -\- C, 7i = ^^ (;r,), I -4- Cf (^0 = o. 

LIGNE LA. PLUS COURTE ENTRE DEUX POINTS, DANS L^ESPACE» 

785. Jusqu'à présent nous avons supposé que les lignes 
considérées étaient situées dans 
un plan donné. Cherchons main- 
tenant quelle est, dans l'espace, 
la ligne la plus courte unissant 
deux points A et B. 

Soient Xo, j'oj ^0 les coordon- 
nées du premier point, eta:i,j^i, 
Zi celles du second. La longueur 
de Tare AMB sera représentée par 



Fig. i34. 




Nous aurons donc -^ 

d'où 

._. , dxdSx -4- dfdSx -^ dzd$z 

oydx=. : 

ds ' 

et par conséquent, en intégrant par parties : 

\ X, \ * ds dsj 

Il faut maintenant égaler à o l'expression placée sous le 

20. 
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signe / , et comme les variations dj:, Sy, Sz sont indé- 
pendantes et arbitraires, on aura 

/ X w^^ ,^X ,d^ 

(2) d---=zo, rf-f =0, d-y-=o. 

^ ' ds ds ds 

Mais, ces trois équations se réduisent à deux distinctes. 
En effet, de Tidentité 



on tire 



dx^ dy^ dz" 
ds^ ds^ ds*"' 



dx dx dr ,dr dz ,dz 

— d h — d— H d — ; 

ds ds ds ds ils ds 



donc si Ton a d-7-=o, d--=o. il en résultera 
ds ^ ds ^ 

,dz 

d-T-= o. 
ds 

Des équations 

.dy dz 

d — — o • »— •""" o • 
ds ' ds * 

on tire, par une première intégration, 

dy dz , 

^ = ^' ^ = ^* 

OU, ce qui revient au même, 

dy dz ^ 

^-""^ di-''' 

et, en intégrant de nouveau, 

(3) y = cx-hCy z = c'X'hC, 

équations d'une ligne droite. 

786. Pour déterminer les constantes c, C, c', C, il 
faut distinguer plusieurs cas. 

1** Si les points A et B sont donnés, les variations 
$Xo^ 5/oî J^o> 5^tj JjTi, Szi sont nulles, et Téquation 



1 
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r = o est satisfaite. Les quatre constantes se déterminent 
eu substituant les coordonnées des points A et B dans les 
équations de la droite. 

2** Supposons que les points A et B doivent se trouver 
sur deux courbes IK, LN, ayant pour équations, la pre- 
mière : 

(4) r = ?(*)» « = *(*), 

et la seconde : 

(5) j=cî,(x), z = W(a:); 

l'équation r = o, formée au moyen de l'équation (i), 
donnera 



(6) 



(tix ^ dy ^ dz ^ \ 



i __ fdx$x dy By dzBz\ 
'\ds S(T ds $(T ds $(t). 



En effet, appelons îcjo et dd^ les deux arcs infiniment 
petits AA' et BB', situés sur les courbes données; A'B' 
étant une courbe quelconque infiniment voisine de la 
droite AB, on pourra mettre V sous la forme 



(7) 



Les facteurs placés entre parenthèses ont des valeurs 
finies, car ils représentent les cosinus des angles que la 
droite AB fait avec les courbes aux points A et B. Comme, 
d'ailleurs, ^Œq et d(7i sont des quantités indépendantes 
l'une de l'autre, on voit bien que l'équation F = o en- 
traine les suivantes : 

(dx $.T dy $y dz $z\ 
ds S(T ds ^0- ds $(tj i ' 
/dx $x dy Sy dz $z\ __ 
\di J^'^dJ 'ëi'^di ^ï j/" ®' 
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et ces équations, qui sont au fond les mêmes que les 
équations (6), expriment que la droite AB est normale 
aux deux courbes. 

Â cause des équations (3) , on a 

€1, puisque les extrémités de la ligne AB doivent rester 
sur les courbes (4) et (5) , on aura 

Les équations (6) peuvent donc se mettre sous la forme 

l + cç'(j:„)+c'cl>'(jr„)=o, 
tt, réunies aux huit équations suivantes, 

Zo = 4*(^o)> z,=:Y{ar»), 

elles forment un système de dix équations propre à dé- 
terminer les quatre constantes et les six coordonnées des 
points extrêmes de la droite. 

3^ Supposons que les points A et B doivent être sur 
deux surfaces données. On pourra encore mettre F sous 
la forme (7), en appelant djo et îgti deux arcs infiniment 
petits AA', BB', situés sur les deux surfaces ; et comme les 
déplacements des points A et B sont indépendants Tun 
de l'autre, on aura encore 

(dx $x dy $y dz $z\ 

ds $(T ds â(T ds âcr/9 ' 

(dx $x dy ^y dz ^z\ 

ds ^fs ds ^fi ds ^a)i 
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La première équation exprime que la droite AB est nor- 
male à une courbe quelconque située sur la première 
surface et passant par le point A : donc la droite AB est 
normale à la première surface. Cette droite est, par la 
même raison, normale à la seconde surface. 

Les constantes et les coordonnées des points A et B so 
détermineront comme dans le cas précédent. 

LIGNE LÀ. PLUS COURTE SUR UNE SURFACE DONNÉE. 

787. Soit 

(1) F[a:,y,z)=zO 

r équation d^une surface courbe^ proposons-nous de 
trouyer la ligne la plus courte AMB que Von puisse tra~ 
cer sur cette surface entre deux de ses points A etB, 

Soient Xo, /o9 ^o les coordonnées du point A, et oTi, y^, 
Zi celles du point B. 

Toutes les courbes que Ton doit comparer étant sur 
la surface (i), les variations des coordonnées doivent 
satisfaire à Féquation 

dF dY dF 

^ ' dx dy dz 

L*une des conditions du minimum est 

(3) Y. = $xd^-^ $jrd^-^$zd^=:0. 

ds ds ds 

Mais de Téquation (a) on peut tirer la valeur de 5 2, et 
la porter dans l'équation (3), qui devient 

^ d^^%d±.\+$yi d±-'^d^-l 
« ds d£ ds 1^ ^ \ dx dF ds 

dz / \ ^ 

et cette équation^ à cause de l'indépendance des variations 
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Sx et âj-, revient aux deux suivantes 

dF 
dx dx dz 

d— -r=;a-7- = 0, 

ds dF ds 
"dz 

ds dF ds 

"dz 

ce qui fait, avec Téquation de la surface, trois équations 
pour déterminer les deux fonctions j^ et z. Mais on doit 
observer que l'une des équations (4) est une conséquence 
de l'autre et de l'équation (i). En effet, on tire des équa- 
tions (4) 







4 

ds 
dF "" 


dF de ' 












dx 


djr ds 








ou bien, 


en désig 


nant par 


d}. la valeur 


commune 


de 


CCS 


trois rapports, 


4 

ds 














4 

ds 


dF ,. 












dz 
ds 


dz 









Ajoutons ces équations, après les avoir multipliées res- 

dx dy dz 
pectivement par -;r^ -j-^ "T ' ^^^^ aurons 

dx ,dx dy ^dy dz ,dz 

— d h — d— H d — 

, ds ds ds ds ds ds 
(5) < 

^ ' i fdF ^ dF , ^F , \ d\ 

Or, le premier membre est nul, puisqu^on Tobtiendrait 
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en diflérentiant Téquation 

dx^ dr^ dz^ 

1 :! I =- ». 

^/A^ ds^ Cls^ ' 

le coefficient de -r-j dans le second membre, est aussi nul 
ds ' 

à cause de Téquation (i). Donc Téquatlon (5) est une 
identité. Par conséquent, Tune des équations (i) et (4) 
est une conséquence des deux autres. Il suffira de consi- 
dérer deux de ces équations, pour que la ligne cherchée 
soit déterminée. 

788. Les lignes les plus courtes sur une surface sont 
nomniées lignes géodésiques de cette surface : elles jouis- 
sent de cette propriété que tous leurs plans osculateurs 

sont normaux à la surface. En 
effet, soit K le centre de cour- 
bure de AMB au point M. La 
droite MK fait avec les axes 
des angles dont les cosinus sont 
proportionnels à 

.dz 



Fig. i35. 




^dx 
lis 



as 



ds 



D'un autre côté, la normale à la surface, au point M, 
fait, avec les axes, des angles dont les cosinus sont pro- 
portionnels à 

dY dY dF 



dx djr 



dz 



Mais, d'après les équations (4), ces trois dérivées sont 
proportionnelles aux quantités (6). Donc les angles for- 
més par les deux droites avec les axes sont égaux, et la 
normale à la surface a même direction que le rayon de 
courbure, ou, en d'autres termes, le plan osculateur en 
un point quelconque M d'une ligne géodésique est nor- 
mal à la surface. 

Les constantes se détermineront comme dans le pro- 
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bième précédent, et l'on verra de la même manière que 
si la ligne cherchée doit aboutir à deux courbes données 
sur la surface, la courbe AMB les coupera à angle droit. 

789. Il convient d'observer que la propriété d'être la 
ligne la plus courte entre deux points quelconques d'une 
surface peut n'exister que sur une certaine portion d'une 
courbe. Par exemple, sur la sphère, le plan de tout 
grand cercle (qui est en même temps son plan osculateur) 
est normal à la surface. Mais la propriété du minimum 
appartient seulement aux arcs de grand cercle moindres 
qu'une demi-circonférence. 

SURFACE DE RÉV0LUTI017 MIZTIMUH. 

790. Étant donnés ^ dans le même plan ^ deux points A 
et B, et une droite CD, trouver une courbe AMB, située 
dans ce plan, et qui, en tournant autour de CD^ engendre 
une surface de résolution dont l'aire soit la plus petite 
possible. 

Prenons pour axe des x la droite CD, et pour axe 
des^ une perpendiculaire à cette droite. Soient j:o,yo 
les coordonnées du point A, et x^^ji celles du point B. 
La surface engendrée par AMB étant représentée par 

2 7: / jds^XdL question proposée revient à chercher le 
minimum de j jds. Or, on a 

\ Xfls= j Sxds=: f Sxds-hySdsi 



mais 
d'où 
donc 



ds^ds=idx$dx -f- dy^dy = dxd^x -f- dyd$y\ 
sf 'xds=f '$jrds+x^d9x^x^dSf, 
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et, en întëgrant par parties, 

11 faut égaler à zéro la quantité placée sous le sîgue i 
dans le second membre, ce qui donne 

(,) rf,-rf(^|)=o. 

Mais la seconde équation est une conséquence de la pre- 
mière. En effet, on a identiquement 

car cette équation revient à 

(ùc ,/ eia:\ dr , dr ^rdy 

ds \dsl ds ^ ds ds ' 

ou 

^ (djc* dy'\ , (dx dx dy dyX 

conséquence des équations 

dx^ dy^ _ 

— d— A- ^d— — 
ils ds ds ds 

Il suffit donc de considérer Téquation (i), qui donne 



dx 



d*où 



'=V'"^S' 
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et, en résolvant par rapport à dx^ 

L^inlëgrale de cette équation est 



:-0'=.cl(^+^f— '), 



d'où Ton tire 

( X--C' x — c' K 

équation d'une chaînette (574-, 2°). 

Les constantes c et c' se déterminent comme dans 
l'exemple précédent. Si l'on fait passer l'axe desj^ par le 
point le plus bas de la courbe, on a c' = o, et 



yzzzztyc^^e"^). 



Si les points A et B, au lieu d'être fixes, devaient se 
trouver sur deux courbes données, on obtiendrait encore 
une chaînette normale à ces deux courbes. 

EXERCICES. 

1. Plus courte distance de deux points sur la surface d'un cy- 
lindre. 

Solution : Courbe faisant avec les génératrices un angle constant. 

2. Parmi les courbes planes gui, passant par deux points fixes, 
tournent autour du même axe situé dans le même plan et engen- 
drent une surface dont Vaire est donnée, trouver celle qui donne 
lieu au volume maximum, 

(f-b)djr 



Solution : <ir = 



\/aY-{y'-b)' 
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SOIXANTE-DEUXIÈME LEÇON. 

SUITE DES APPLICATIONS DU CALCUL DES VARIATIONS. 

Brachifltochrone. — Remarques sur Téquation K=o. — Maximum on 
minimum relatif. — Problèmes sur les isopérimètres. 



Fig. i36. 



BRACHISTOCHROIfE. 

791 . Problème. — Étant donnés deux points A et B, 
troui^er la courbe AMB gue doit suii^re un point pesant 
pour aller du point A au point B dans le temps le plus 
court possible. Cette courbe s'appelle brachistochrone, 
ou courbe de plus vîte descente. 

Prenons une verticale quelconque pour axe des a?, et 
deux axes rectangulaires Oz et 
Oy dans un plan horizontal 
quelconque. Si Ton suppose que 
le mobile soit parti du point 
A (xojj^o, ^o)? sans vitesse ini- 
tiale , on aura, en désignan t par Y 
sa vitesse au point M(x,y^z)j 

Mais s étant l'arc parcouru, et t le temps écoulé, on a 

-s. 

valeur qu'il faut prendre positivement, parce que l'arc 
augmente continuellement avec le temps. Il en résulte 

ds 












/ 


A 


,A 




y 


/ 


p 


\ 


^ 






£ 


X 




"^B 



~ = v^g^^-r^, 
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d'où 

I ds 



dt= 



On aura donc, en nommant T le temps nécessaire pour 
parcourir l'arc A6, et Xi Tabscisse du point B, 

(a) T=^p-^. 

Il faut maintenant chercher la variation de l'intégrale 

En posant 
on aura 



î/x*==/* 



Mais 

^X = — i (a? — a:,) "' (^^ — ^-^e); 

2 



d'un autre côté, 



àx ^^ dy ,^ dz .^ 

Sds=: — dSx-+- '^d$f-{-'T-dSz. 
ds ds ds 



Mettant ces valeurs dans Téquation 
(3) S Cxds = o, 



on a 



Sx^ 1 - (« — ^o) ^ds 

Intégrant par parties, et faisant sortir du signe / les 
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difleren délies des variations, on a défînitivement 

H $x{x — X,) ^ds I = o. 

Pour que la quantité placée sous le signe /dans la 

seconde intégrale soit nulle, il faut égaler à o les coef- 
ficients des variations $Xj Jy, $Zj ce qui donne 

(4) i(x~x,)"^e/. + ^^xJ) = o, 

,5, .(x|)=«. .(x±) = o. 

Les deux dernières équations sont suffisantes ; car on a 
identiquement 

puisque 
Mais 

On aura donc, en ayant égard aux équations (5), 



dx^ 4- dy-*^ H- dz^ 


ds^ 






dx 


À 



ds \ ds J 2 



•9 



c'est-à-dire Téquation (4). 
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On tire des équations (5) 



ds 


-.c. 


^T.-"' 


OU 






(fi) ' ''"- 


G, 


T dz 


^ ^ sjx-x,<is 


yjœ^x.^ 


d'où l'on déduit 








dy. 

dz ~ 


C 


et 






(7) y 


C 
"G 


Z4-C'. 



C; 



792. Cette équation montre d'abord que tous les points 
de la courbe sont dans un même plan vertical. 

En remplaçant ds par yjdx^ -f- dj^ et C par — pour 

sfa 

Thomogénéité, on déduit de la première des équations (6) 



=^y7^ 



dy 



X '\- x^ 



Si Ton prend le plan de la courbe pour. plan des x^, et 
le point de départ Â pour origine des coordonnées, on a 
ro = o, et l'équation différentielle de la courbe se ré- 
duit à 



(8) 



dYz=zdxk I 

y « — . 



La cycloïde représentée par cette équation a un point de 
rebroussement au point A, sa base est horizontale, et le 
diamètre de son cercle générateur est égal à a. 
En intégrant l'équation (8)^ un a 



r = - a arc cos ^ ax — x^. 

On déterminera la constante a, c'est-à-dire le diamètre 
du cercle générateur, en exprimant que la courbe passe 
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par le point B (a?i,/j ). On peut aussi obtenir ce diamètre 
par la construction suivante. Décrivons une cycloïde quel- 
conque ayant son sommet au 
point A et pour base A/; soit 
b le point où AB rencontre cette 
courbe. A cause de la similitude 
des deux cycloïdes, c et C étant 
les centres des circonférences gé- 
nératrices qui correspondent aux 
deux points b et B, les triangles ABC, Aie sont sem- 
blables. Or, les points i, B et c étant connus, il suffira 
pour avoir le centre C de mener BC parallèle à ic jusqu'à 
la rencontre de Ac prolongé. 

Le temps employé par le mobile pour aller du point A 

au point B, est égal à -pr^ / -^ (791), en prenant l'o- 

rigine des coordonnées au point A. On aura donc, d'après 
l'équation de la courbe, 

T=:-— = ; — i / — arc ces r (1,350. 

793. Supposons maintenant que les deux points A et B, 
au lieu d'être donnés, soient assujettis à se trouver sur 
deux courbes données CD, EF. On obtient encore une 
cycloïde AMB, située dans un plan vertical. Pour déter- 
miner les points A et B qui fixent sa position, il faut 
recourir à l'équation générale F = o, qui est, dans ce 
cas (791), 

Jx. i^ — ^,) 

Comme les déplacements des points A et B sur les deux 

Sturm. — ^/t., II. 21 
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courbes sont indépendants Tun de Tautre, on a d'abord 

Cette équation exprime que le cosinus de Tangle TBU est 

nul, BT et BU étant les tan- 
gentes menées par le point B 
aux deux courbes EF et AB : 
donc la cycloïde AMB coupe la 
courbe EF à angle droit. 

Il faut maintenant égaler à o 
le reste du premier membre de 
réquaiîon F = o 5 mais, aupara- 
vant, on peut simplifier celte équation» En effet, on a, 
pour tous les points de la courbe AMB (791), 







dx 
r =0, 



ou 

^f(X— H 7 = 0; 

^ ' (* — *•) 

d'où l'on lire 

Substituant cette valeur dans l'équation F = o, elle se 
réduit à 

Cette équation peut être rendue symétrique par rap- 
port aux variables. On a trouvé (791), Cet C étant deui 
constantes, 
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donc 

L'équalîon { 2 ) devient alors 

et, en divisant par Xi, facteur commun, 

(^) (S),^-+(î),'-^-+(S)^=»- 

Cette dernière équation exprime que la tangente à la cy- 
cloïde au point B est perpendiculaire à la tangente menée 
à la courbe CD parle point A. 

Les constantes et les inconnues ^0? /o» ^o? ^uj^i, -^i 
se détermineront comme dans les exemples précédents. 

REMARQUE SUR l'iWTÉGRATION DE l'ÉQUATIOW K = O. 

794, C'est ici le lieu de placer quelques observations 
relatives à Téquation différentielle 

i^ Supposons que N soit nulle, c'est-à-dire que y 
n'entre pas explicitement dans Y. L'équation (i) se réduit 
alors à 





rf. -^^. ='*■ 


d'où résulte 




(2) 


P-1?=C. 

dx 



Cette équation n'est plus que du troisième ordre, si Vne 
contient pas de dérivées d'un ordre supérieur au second. 

a^ Si M = o, c'est-à-dire si x n'entre pas explicite* 
aient dans V, l'équation K = o se réduira encore au troi- 
sième ordre, en prenant y pour variable indépendante^ 

21. 
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mais on peut encore la réduire au troisième ordre delà 
manière suivante. A cause de M = o, on a (764) 

ciy = NûTj + Vdp -f- Qdq-y 
d'ailleurs 

cix dx^ 
Éliminant N entre ces équations, on aura 

d'où 

(3) V = P;,.Q|-^f+c, 

équation du troisième ordre seulement. 

3° Si Ton avait, à la fois, M = o, N = o,réqualion(3) 
se ramènerait au deuxième ordre. On aurait alors 



d'où 



dP d^Q _ 
dx ~dx^ ~"^' 






et Féquation ( 3 ) deviendrait 

(4) V = Q^-i-c>4-c. 

Voici un problème dans lequel ces simplifications se 
présentent. 

795. Problème. — Trouver une courbe plane AMB 
telle y que Vaire ACBD comprise entre Varc AMB, les 
rayons de courbure AC et BD qui correspondent aux 
deux points extrêmes A et B, et la portion de déve- 
loppée CD comprise entre les centres de courbure C ef D 
soit un minimum. 

Il ne peut pas y avoir de maximum, puisque AB deve^ 
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nant une ligue droite, la surface 'correspondante serait 
infinie. En prenant une courbe peu différente de cette 
droite^ on aurait donc une aire aussi grande qu'on vou- 
drait. 

Soient MK et M'K' les rayons de courbure de deux 
^'^e- "Sg. points infiniment voi- 

sins M et M'. Le trian- 
gle infiniment petit 
MK'M' est ëgal à 




-pdsy en appelant p 

le rayon de courbure 
MK, et ds Tare infini- 
ment petit MM'. On en conclut aisément que la surface 
en question a pour mesure 



ri 



2 



■P'Y 



dXy 



x^ et Xi étant les abscisses des points extrêmes A et B. 

Comme la fonction V ne contient explicitement ni x 
ni j^, nous appliquerons la formule (794) 

(i) V=:Qy-+-c'/> + c: 

or, 



Q = 



on a donc 
ou 

(2) 



{'+;>')'. 



(I 






lq 2q 

(i +;?*)» 



-i-c>-4-c. 



c'p 4-^« 



Comme p = ^ — ) cette équation revient a 



c'p 



Sli-^p' 
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Soit Fangle MTx que fait la tangente MT au point 
M {Xyj) avec Taxe Ox : on a 

p I 
tango =7?, siD Q = — % co8Q= ■ ■ 

yT-hp ^i -4-/?' 

Par conséquent, 

pzzr c'sinô H-ccosO. 

Soient a et a deux nouvelles constantes, telles que 
c= — aasina, c'=r2acosa, 



on aura 






a 


=1^ 






' + c'S 




sina 


= 




c 


COSa = 




v/c^ 


+ c" 


on a ainsi 










(3) 






P = 


= 2asin 


(9-a). 



sjo" -4- c'2 ' 



Prenons deux nouveaux axes rectangulaires Ox' et Oj', 
tels quex'Oa: = a. 

Si Ton fait 9 — a = S', on aura 

p = 2 a sin ô'. 

« 

Formons l'équation différentielle qui convient à ces 
nouveaux axes. On a 



dr 
tango' =:^, 



d'où 

sinG' 




Remplaçons p par -^ ? valeur qui suppose la 
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courbe concave vers l'axe des a; : on a 



dx^ 
dx 



(4) (-£)'=-" 

équation différentielle de la courbe cherchée, par rap- 
port aux nouveaux axes. On tire de cette équation 

dxz=: ■ 



d'où 

(5) x-c= " . 

En supposant la constante c connue, on peut imaginer 
que l'axe des j^ soit transporté parallèlement à lui-même ^ 
de telle sorte que toutes les anciennes abscisses soient 
diminuées de c. L'équation différentielle de la courbe est 
alors 



dr^^ 



ou 



(6) dy = dx^^^i. 

La courbe cherchée est donc une cycloïde dont Taxe est 
dirige suivant Taxe des x, et dont la tangente au sommet 
est Taxe des J-. 

Pour déterminer les constantes, au nombre de quatre^ 
que renferme Téqualion de la courbe rapportée aux an- 
ciens axes, il faut distinguer plusieurs cas : 

i^ Si les points A et B sont donnés ainsi que les tan- 
gentes à la courbe en ces points, Téquation F = o est 
satisfaite identiquement*, car on a Jj:^ = o, Jy^ = o, 
$p^ rrr o, . . . . Ou aura les quatre constantes en substituant 
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les coordonnées des points A et B dans l'équation de la 
courbe, et en exprimant que les tangentes en ces points 
sont données. 

a° Si Ton donne les points A et B, sans donner les tan- 
gentes à la courbe en ces deux points, l'équation F = o 
deviendra 

Qi ^Pi — Qo ^Po = o, [ 

et comme les variations $pi et $p^^ sont indépendantes 
Tune de l'autre, il faut que Ton ait séparément 

Q. = o, Q« = o; 
on a trouvé, généralement, 

^- ^r~' 

et comme i -f* p* ne peut pas être nul, il faut que Ton ait 

On déduit de là que le rayon de courbure est nul aux 
points A et B : ces points sont donc les points de rebrous- 
sement de la cycloïde. 

3° On peut se donner le point A ainsi que la tan- 
gente à la cycloïde en ce point, et supposer que le point 6 
doive se trouver sur une courbe donnée 

Dans ce cas F équation F === o se compose de deux par- 
ties : un terme contenant ^Xi, et le terme Qj ôpi] dxi ei 
dpi étant des variables indépendantes, on doit avoir 
Qj = o, d'où ^1 = 00 . Ainsi, le point B est encore un 
point de rebroussement de la cycloïde. 

MAXIMUM ou MINIMUM RELATIF. 

796. Dans les questions précédentes, il s'agissait de 
rendre maximum ou minimum une int^ale définie 



Digitized by 



Google 



SOIXANTE-DEUXIÈME LEÇON. 329 

J^ Ndx^ sans autre condition. On peut ajouter au 
problème la condition qu'une autre intégrale définie 
\}dx ait une valeur déterminée /. Par exemple, soit 






proposé de trouver parmi toutes les courbes planes de 
même longueur /, terminées à deux points A et B, celle 
dont l'aire comprise entre cette courbe, Taxe des abscisses 
et les deux ordonnées extrêmes est un maximum. La 
question consiste à déterminer y en fonction de x^ de 
telle sorte qu'ayant 






dx sJl-\- p^^=:ly 



l'intégrale / ydx ait une valeur plus grande, ou plus 

petite, que si l'on remplaçaitj^ par toute autre fonction de 
X satisfaisant à l'équation précédente. On dit alors que 
l'intégrale admet un maximum, ou un minimum, relatif, 

797. Supposons qu'il s'agisse de rendre maximum l'in- 
tégrale / Wdx^ avec la condition 

(i) Ç''\}dxz=zL 

Les variations de ces intégrales doivent être nulles, 
si l'on compare la fonction de x cherchée avec celles qui 

conservent à / Uctc la même valeur. On doit donc 

avoir 

(2) ^/ \dx=Oy $1 Vdxz=o. 

Ed développant ces deux conditions comme on l'a fait 
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\ pour le maximum absolu, on a deux équations, telles que 

(3) ^"^ / *K.»^ = o, 

\ (4) -t- I "Ltùdxz^zo-, 

I • 

^ r, ©, K et L sont des fonctions que Ton formera comme 

\ il a été dit plus haut. Mais ici il ne faut plus poser séparë- 

p ment F = o, K = o, car co n'est plus uo^ fonction entiè- 

: remeat arbitraire de x. Pour trouver les conditions qui 

^ doivent être remplies dans ce cas, il faut d'abord élimi- 

\ ner w. Posons 

\ r'i 

(5) f L(odx = (f{x)^ 

l , d'où 

Par conséquent, 

0-f-ç(xi) = o, ou ff[xx)=. — e. 

Il résulte de là, à cause de l'indétermination de cd, que 
(f[x) est une fonction arbitraire de x, assujettie seule- 
ment à s'annuler pour x = ar^» et à devenir égale à —0 
pour x = oTi. Or, on a, à cause de Téquation (5), 



« = •— - 



T //«p f .r) 



L d.x 
Portant cette valeur dans l'équation (3), il vient 

r H- / j^df^ [x) = O, 

ou, en intégrant par parties, 

''' ^-(r).«-X"'W''(E)='- 

Gomme ^ [x) est une fonction arbitraire dont on donne 
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les valeurs seulement pour x = a:o, a: = Xi, on doit avoir 
séparément les équations 

(7) <l{l)==o, 

(8) r-(|)_e = o. 
La première donne 

K 

7"== — a ou K-f-aL = o, 

Là 

a désignant une constante arbitraire. La seconde condi- 

— ) = — û, puisque — 
a une valeur constante — a. On a donc les deux équations 

(9) r-ha0 = o, K-hûL = o. 

Il y aura une constante de pins que dans le cas où Ton 
cherche un minimum absolu, mais on a aussi une équa- 
tion de plus 






Vdx=il. 



798. Si Ton avait cherché le maximum de l'intégrale 
définie 

(V-f-ûU)d:r, 






on aurait été conduit aux deux équations (9). Par con- 
séquent, la recherche du maximum re/at{/* de l'intégrale 

f ydx, lorsque l'intégrale / \idx doit conserver 

une valeur constante, revient à chercher le maximum 

absolu de l'intégrale / (V-{- a\i)dx. 

C'est ce qu'on peut d'ailleurs justifier par le raisonne- 
ment suivant. 
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Si 1 (V-l-aU) dx est un maximum, pendant quo 

J' \idx conserve une valeur constante et égale à /, U' 

et V désignant des fonctions peu différentes de U et de V, 
on doit avoir 

(i) r *(V + «U)£/ar> f'\Y^aV')dx, 

donc 

ar, ^r^ 

Jr*'» - 

Ydx est un maximum lors- 
.'• 

que la condition / U<ia: = / est remplie. Réciproque- 

ment, de l'inégalité (3) et de l'égalité (2) on déduirait 
rinégalité (i). 

PROBLÈMES SUR LES ISOPÉRIMÈTRES . 

799. Étant donnés deux points C et D sur un plan, 
Fig. i4o. trouv^er parmi toutes les cour- 

bes de même longueur, situées 
dans ce plan, et terminées aux 
points C et D, celle pour laquelle 
l'aire ABDC est un maximum. 
On doit avoir 

et il faut chercher le maximum de l'intégrale / ydx. 
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D'après la théorie précédente, on devra chercher le maxi- 
mum absolu de l'intégrale / [ydx-h a^fdx^-hdy^)^ 
ce qui conduit à poser 

(i) $i {ydx'\-a sjdx^ -{- dx') = o. 

Comme les limites x^ et Xi sont fixes, la partie de la 
variation désignée par F est identiquement nulle. On 
peut, en outre, ne faire varier que x. On a ainsi 

ou, en intégrant par parties, et négligeant la quantité pla- 
cée en dehors du signe / , qui est nulle, 

et, en égalant à o le coefficient de $x^ 

d'où 

(3) ^ + «ê = ^' 

Remplaçons d^ par y/dx^-h dj^^ et résolvons par rap- 
port à dx. Il viendra 

^_ {y-c')'ty_ . 
d'où 



et 

(4) (x-cY+{,x-<^)'=a\ 

Ainsi, la courbe cherchée est un arc de cercle. 
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800. Problème. De toutes les courbes isopérimitres 
que Von peut tracer sur un plan entre deux points don- 
nés A et B, trouver celle qui, en tournant autour de la 
droite Ox, engendre la plus grande, ou la plus petite 
surface de révolution. 

Il faut chercher le maximum, ou le minimum, relatif 

de l'intégrale / yds^ avec la condition 



£ 



ds = l. 



La question se ramène (798) à la recherche du maxi- 
mum , ou du minimum , absolu de 

-• 
et comme a est une constante, on obtiendra le même ré- 
sultat qu'en cherchant le minimum absolu de \yds, 
problème déjà traité (790) , et qui donne la chaînette. 

801. Problème. De toutes les courbes isopérimètres, 
trousser celle qui engendre le volume de rév^olution mi- 
nimum» 

L'équation du problème est , dans ce cas , 



8 j [x^dx -+- ads) = o; 



comme les deux points A et B sont donnés, on peut ne 
faire varier que x et faire abstraction de la partie F, qui 
est identiquement nulle, puisqu'il n'y a pas de dérivée 
d'un ordre supérieur au premier. D'après cela on aura 



d'où 



^(^^^«S) = ^' 



dx 
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On déduit de là, en remplaçant ds par yjdx*-hdy*y 

équation différentielle de la courbe élastique (572). 

802. Problème. Déterminer la courbe qui, par sa 
rét^olution autour d^un axe (l'axe des x) engendre la 
surface minimum qui renferme un volume donné. 

Ce volume étant n l jr^dx^ et l'aire aw fj'dsj il faut 

poser (798) 

(i) S I x^dx -+- !iafds=o, 

a étant une constante. 

En considérant comme fixes les deux extrémités de la 
courbe, on peut ne faire varier que x, et comme la formule 

donne 

Sds =z -— d$x, 
ds 



on aura 



f[x' + ^''r^)dSx = i 



En intégrant par parties, et faisant $x = o aux deux 
limites, on a 

hxdlx^'h2ax-£\ = 0; 

d'où l'on conclut 

dx ^ 

Chacune des constantes a et C pouvant être positive ou 

négative, on peut écrire 

, dx , ,^ 

y^±iax— ± 6* = o, 
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et de là résulte 

(2) dxz=L— — 

C'est Téquation différentielle de la courbe cherchée 5 le 
radical doit être tantôt positif, tantôt négatif 5 il change 
de signe quand y devient un maximum ou un minimum. 
Si la constante h est nulle, on a un cercle ou l'axe des x. 
Si h n'est pas nulle, l'équation différentielle (2) appar- 
tient à la courbe décrite par l'un des foyers d'une ellipse 
ou d*une hyperbole qui roule sans glisser sur l'axe des a:, 
comme l'a démontré M. Delaunay, dans le Journal de 
Mathématiques àe M. Liouville (*). 

EXERCICES. 

\ . Déterminer, parmi toutes les lignes d'une longueur donnée, 
et terminées à deux points fixes k^ B, celle pour laquelle la somme 
des produits de chaque élément ds par le carré de sa distancera la 
droite AB est un maximum. 

Solution : On prend AB pour axe des j?. La question se ramène à 
l'intégration de Téquation 

2. La ligne minimum sur une surface développable se trouve par 
des quadratures. 



(*) Voir X. Vï, p. 309, et une Note de M. Sturm, p. 3i5. 



Digitized by 



Google 



KOTB I. 337 



NOTES. 



NOTE I. 

SUR UN CAS PARTICULIER DE LÀ FORMULE DU BINÔME , 
par M. £. Catalàii* 



(Extrait des Comptes rendus de l'Académie des Sciences, 1857, t. XLV, p. 6ax.) 



Les ouvrages les plus estimés, par exemple, le Cours d* Analyse 
du profond et regrettable Sturm, n'indiquent pas ce que devient la 

^i ^ i.a ^ i.a.3 ^-f---- 

quand on suppose ^ = ± i. Cette lacune peut être aisément com- 
blée comme il suit : 

4. Leume I. — Le produit a, k, Uy.,u^u^_^_^.,,, dans lequel on sup- 
pose, pour plus de simplicité y «, > m, > Mj. . . > a„> a^, . . . > i , 
converge ou diverge en même temps que la série 

l«,-l-l«,+... + la,+ U,^.... (*). 



{*) Cette proposition, qui est éYÎdente, peut être fort utile. Elle prouTO, 
par exemple, que les produits 

371321 n*-4-n-t-i g-t-ï e*-f-i «»-hi 

7 5 II i9"*n*-Hn — r**' e — i c* — i *"e*— i"** 

u a 

séca séc - • • • séc -• • • 
a n 

sont convergents, et que les produits 

a 5 10 n«-4-r X / . «\ / a\ 

737'" ;»'-. + 1 '"' (H-tang«)^.+tang.j...^,+tang-j..- 

peuvent dépasser toute limite. 

Storm.— ^/2.. II. 22 
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2. Lemmb n. m étant une quantité positive, mmndreque l'umié, 
le produit 



m m-ri m-l-îà m-^-n — i 

troît indéfiniment opec n. 

En effet, 

lim/il = lim/il( iH "^ ) =i~ iw; 

m-\-n — I \ m-^n — i/ 

donc la série qui aurait pour terme fanerai 1 est diver- 

^ '^ " m-^-n — I 

gente (*); donc le produit P, est divergent (Lemme I). 

3. Lemue ni. m étant une quantité positive y comprise entre deux 
nombres entiers positifs , p — i , /?, le produit 



p — mp-\-i-^m n — m 
croit indéfiniment avec n. 
4. Théorème I. m étant une quantité positive quelconque, on a 

tk\ ^m_. . ^ . mÇrt-y) . . w(m-i)...fm-ii+i) , 

Le reste de la série (A) est (**) 

m(m — i). . .(m — w) i 



R = 



1.2.3. ..(/i + i) (i + Ô)" 



Soit /? le nombre entier immédiatement supérieur ^m\ on peat 
écrire 



R = ±- 



I.2..,/> 



» — mp-A-i — m n — m 
X' — r- ; " ' . . . X • 



/? + i /?4-2 w-Hi (i-f-ô)"-^-'" 

Des trois facteurs de R, le premier est constant, le deuxième a poar 
limite zéro (Lemme m), le troisième ne surpasse pas l'unité; donc 
limR = o. 



(*) Comptes rendus, t. XLIII, p. 627. 
(*♦) Cours d' Analyse, t. I, p. 118. 



Digitized by 



Google 



ZfOTE I. 339 

5. Théorème H. m étant une quantité positive quelconque, on a 

^ ' 1 1.2 *" i.a...« "' * 

La démonstration ne diffère pas de la précédente, pourvu que le 
reste soit mis sous la forme 

1.2.../7 

6. Théorème m. m étant une quantité positive, moindre que 
Vunité, on a 

ï _ m /w(m-f-i) /w(/w4-i) (wi4-2) 
; ^ ^ ^'^ 1.2.3 

1.2. . .n 
Dans ce cas> l'expression du reste est 

m{m-^\). . Am-^n) i 



^'' -^ 1.2. ..(«-i-i) (i + ôy 
donc (Lemme H) IimR*'= o. 

7. Il est évident que la série (C) cesse d'être convergente à par- 
tir de iw = I, et que la série 

m /«(/w + i)/w(/îî-Hi) fm-f-2) 

est divergente pour toutes les valeurs positives de m. Les cas dont 
nous nous sommes occupé sont donc les seuls qui présentent quelque 
intérêt. 



(**) Cours d"* Analyse, i, l, p. lao. 



22» 
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NOTE IL 

sua LES FONCTIONS ELLIPTIQUES {*), 
par M. Despetrous. 



L*intégrale sous forme algébrique de l'équation 
dx fir 

-p : + -7=d==r-.= 

yi — jc' yi—j^ 

s'obtient aisément, comme on sait (**), au moyen d*une intégration 
par parties. En mettant celte équation sous la formé 



dx^ i—jr^ -\' dyyj \ — x^ = o, 
on en déduit 

/ dx \li—y^-\- I dy v/i — o;^ = const. 
Or, en intégrant par parties, on a 



( * ) Pour l'intelligence de cette Note, il est nécessaire de savoir que Ton 
donne le nom d^intégrales elliptiques aux intégrales suivantes, dont la se- 
conde représente la longueur d'un arc d'ellipse : 



i^^ espèce, I ^ — < 

Jo yi — c>sin*y> 

2® espèce, j df^i — c" sin- f> , 

t/o 

3« espèce. I — 

Jq (H-nsin*9)y/i — c*sin*j 



Si Ton pose « = sin^, l'intégrale de première espèce devient 

r ^ — . 

*/o v^i — ^*V* — <^'** 

(**) Voiry par exemple, Lacroix, Traité du Calcul différenUel et à» 
Calcul intégral, t. Il, p. 473. 
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et 

Ajoutant et observant que les termes sous le signe / donnent une 

somme nulle en vertu de Téquation différentielle proposée , on 
trouve riutégrale algébrique 



x\/\—y^-^ysl\ — x^^ const. 

La constante arbitraire qu'elle contient est la valeur de y pour 
x = o. Posons 



«/o V 



dx 



= a, X = sina, /i — - j:-* = cosa, 

o yl\ — x'^ 



et de môme 



X 



'y dy 



)o )/i-y 
Nous aurons 






d'où 

7 étant une constante. D'ailleurs, pour a = o, on a 

^=0, p = 7, j = sin7. 

La constante de notre Intégrale est donc sîn7. Par suite il vient 

sin7 ou sin (a + P) = sina cosp + sinf cosa. 

C'est la formule fondamentale de la théorie des fonctions circu- 
laires. 

Le même procédé s'applique facilement à la recherche de l'inté- 
grale d'Euler, qui donne la formule fondamentale de la théorie des 
fonctions elliptiques. 
Soit, en effet, 

dx dy 

^i — x^ /i — c^x^ y/i— j^* V^i — c^y^ 

En multipliant par le produit des dénominateurs et divisant par 
I — àx^y^^ on a 

I \ \i^ dx-\' \ ^ a 3 2 ^ = const. 
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Or, en intégrant le premier terme par parties, on obtient 



/' 



-h'- 



I — c^js^x' 
(i4- c') (i+ c'j^V) — ic^x^— 'xc^f dy 

En échangeant entre elles les deux lettres x et y^ on aura le second 

terme; ajoutant donc et observant que les termes sous le signe / 

donnent une somme nulle en vertu de Féquation différentielle pro- 
posée, on trouvera 

La constante du second membre est la valeur de y pour ar = o. 
Posons 

/"^ dx 

Jo /i — X* v/i — c*^* 
x = S(a), v/r=^» = C(a), v^i - c»a:^ = R(a), 
et de même 

Nous aurons 
d'où 

y étant une constante. D'ailleurs, pour a = o, on a 

x^o, p = 7, r=S(7). 
La constante de notre intégrale est donc 8(7). Par suite, il vient 

S (7) OU S (« + p) ,_^s(«)'STP? 



("*) Dans cette intégrale, la variable x doit être prise toujours moindre 
que I. Si Ton fait x = stnç), alors Tangle <f est appelé V amplitude de Tin- 
tégrale a. Jacobi le désigne par ama et pose x=: sinama. 
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Cest la formule fondamentale de la théorie des fonctions elliptiques. 
Elle donne S(a — P) en changeant le signe «de S(P). On peut 
aussi en déduire C (a ±: P) et R (a=i= P). 



NOTE III. 



ANALO6IB DBS ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES 
À GOEFnCIENTS VARIABLES , AYEC LES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES 9 

par M. E. Brassim^ib. 



I* Considérons Féquation différentielle linéaire à coefficients va- 
riables : 

(I) X„ = g + p£a+Q£S+...+ T£+Ur^o. 

De l'intégrale de cette équation on déduit par les quadratures 
celle de X^ = /(ar); aussi, dans tout ce qui siïit, nous supprime- 
rons le terme fonction de la seule variable x. 

L'intégrale complète de X^ = o est la somme de m intégrales 
particulières distinctes, que nous appellerons les solutions de cette 
équation. Une intégrale /= c^[x) est distincte, si ^p(:r) ne peut 
être décomposée, par addition ou soustraction, en d^autres fonctions 
de or, qui égalées à y puissent satisfaire à X^ = o. 

Cela posé, rappelons que Lagrange, dans son Mémoire intitulé : 
Solutions de différents problèmes de calcul intégral, a démontré 
que, si Ton connaît p solutions c,^,, c^y^,. . . , c^ j^^ de X„ = o, on 
complète son intégration en effectuant celle d'une équation linéaire 
d'ordre m—p, M. Libri, en i836, a donné de l'extension à ce 
théorème en démontrant que, si une équation linéaire X, = o (l'in- 
dice p désigne l'ordre), non intégrée, est telle néanmoins, que ses 
solutions inconnues satisfont à X^ = o, l'intégration de cette der- 
nière dépend de celle de l'équation d'ordre p et d'une autre équa- 
tion d'ordre m — /?. Il est à remarquer que si l'intégration de X^ = o 
est nécessaire pour savoir si les solutions de cette équation appar- 
tiennent à X„ = o, ce théorème rentre dans celui de Lagrange. 

Mais on peut établir un théorème général comprenant ceux de 
Lagrange et de M. Libri, dont voici l'énoncé : Si des équations diffé- 
rentielles linéaires, d'ordres m, w', /w", . . . , ont p solutions corn- 
munes, on trouve, par un procédé analogue à la recherche du corn- 
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mun diviseur algéhriquey Péquation X^ = o qiii donne ces solutions, 
et l'intégration de» proposées est ramenée à celle cfe X^ = o e/ à 
celle d'autres équations d'ordre m — p^wl—p^m* — p, 

2" Si dans Téquation linéaire X = o d'ordre quelconque on pose 
j= pîT, on trouve une transformée dont la loi est donnée (46* Leçon, 
n° 389) ; nous récrivons ainsi : 

(a) l 

Les fonctions 'X, 'X, . . . , d'ordres m--i,»i — a,...,8e forment 
comme les dérivées du polynôme 

l ce polynôme est la fonction X dans laquelle on a fait ^ = z j 1 

par rapport à z, en remplaçant ensuite z par -^ et z* par^. D'après 

cette loi, il est clair que si dans 'X, "X, . . . , on remplace p parpw, 
on aura des transformées 

'X«+''X^+... ou ''X« + '^X-^+... 
ax ax 

pareilles à (a). Nous appellerons 'X, "X, "^X... les conjuguées pre- 
mières, secondes, troisièmes... de X. La relation (a) nous servira à 
démontrer les théorèmes suivants : 

Théorème de Lagrange. — Si Ton connaît/? solutions, c,^,, Cj/,..., 
CpXp^^ X = o d'ordre m, son intégration sera ramenée à celle d'une 
équation d'ordre m — p. 

En effet, supposons / = /, a : il suffit de faire dans la transfor- 
mée [i)u=x^\ puisque^, est une solution, son premier terme sera 
annulé, et 'X, "X, . . . , deviendront des fonctions connues de x. Il 
restera donc une équation en u d'ordre 772 qui s'abaissera à l'ordre 

772 —. I en posant ^ = u'. Or, puisque ^ = jr, a, les valeurs de u 

correspondantes à 7 = j, = ^, = . . . = ^^ sont 

F' 7'-' ?' 

et celles de a' = •:7- sont 
dx 
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On connaît donc /? — i valeurs de k' qui satisfont à une équation 
linéaire d'ordre m — i , 

Cette équation, par une transformation pareille à la précédente, 
pourra être abaissée à Tordre /w — 2, et par une suite d'opérations 
semblables on arrivera à une équation d'ordre m —p. 

Nous avons rappelé ce- mode de démonstration, dû à d'Alembert, 
parce que son application à l'équation X=/(x] conduit, lorsqu'on 
connaît les m intégrales particulières c,^,, c^j,, . . . , r^/^deX = o, 
à l'expression de la valeur de y au moyen d'une intégrale multiple, 
qui pe\it être remplacée par la somme de m intégrales simples, ne 
différant les unes des autres que par les indices des lettres ; on trouve 
pour la valeur de y : 




o)^-2:--^-+2>- r -^^fti 






La sommation s'étend aux indices « = i, a, 3, . . . , /w, et le déno- 
minateur sous le signe d'intégration est le produit de m facteurs; 
chacun de ces facteurs, à partir du premier, est la dérivée, par rap- 
port à or, d'une fraction dont le dénominateur est le facteur précé- 
dent , et le numérateur ce même facteur dans lequel le plus fort 
indice de j est augmenté d'une unité. Après la formation complète 
du dénominateur, on diminuera de m les indices qui dépassent m. 

Second théorème, — Reprenons la transformée 

(2) X« + 'xg+... = o, 

qu'on déduit de X = o en posant x = vu. Si x^ mis à la place de v 
rend nulles p fonctions, X, 'X,..., t''"')X, l'équation X = o aura /? so- 
lutions de la forme Xv ^Xv ^^X\ ' • • • » ^''ft (nous supprimons les 
constantes pour plus de simplicité dans l'écriture). En effet, dans 
notre hypothèse, (2) devient 

Or, cette équation a pour solutions 

u = 1 =x = a?, . . = x''\ 
Donc, puisque^ = jri«, on aura p valeurs de jr, savoir : ^„ar>'„..., 
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^'^Xx' Nous appellerons les intégrales particulières de cette forme 
des solutions conjuguées; xy^ est conjuguée de j, et a:"'*"^, de a:"/,. 

En second lieu, si X = o a ;? solutions conjuguées ^'„ «^çr,, • . . , 
J^'^Xx^ chaque fonction 'X, *X, '"X, . . . , aura les solutions conju- 
guées de celle qui la précède dans le développement (t:^), à l'excep- 
tion de la solution pour laquelle le facteur jr a le plus fort expo- 
sant. 

Si, en effet, on suppose dans la relation (^)u = x eiv égal suc- 
cessivement à j,, JT",,..., 3^'^ y XI ^8ns toutes ces hypothèses la 
transformée se réduira à 'X = o, puisque les valeurs de p sont des 
solutions de X = o. Ainsi 'X = o a pour solutions J», -aTi» • • • » 
«'"y,. En faisant la transformée de 'X, on trouvera de même que 
/•,, 0:7-, .... , x^^^y^ sont solutions de "X = o, et ainsi de suite. 

Ce théorème comprend celui que d'Alembert démontre dans le 
cas des équations différentielles à coefficients constants, lorsque 
réquatîon algébrique de laquelle dépend la solution a des racines 
égales (46' Leçon, n° 590). 

Corollaire, — Si toutes lés solutions de 'X = o sont j^,, xy^, , . . . , 
af^^y^ , X = o aura les mômes solutions et, de plus, la solution j:*-'/^ 
car on peut toujours concevoir une équation X„ = o d'ordre m qui 
ait toutes les solutions ci-dessus ; or, en formant la conjuguée de 
X^ = o, savoir 'X„ = o, cette dernière aura iw — i solutions, /„ 
ar^p . . . , ^"V, : elle sera donc identique à 'X; donc aussi X^ sera 
identique à X. 

Troisième théorème, — Si dans la transformée (2) de X = o on 
fait v=x^ et w= ^*'î Ji étant une solution de X = o, et a une 
quantité très-petite, cette transformée deviendra 



Xae«^ -f" X -^ ^*' 4- "^ ■ 



1.2 1.2.3 

En changeant a en — a, on aura le résultat de la substitution de 
yz=zy^e'^'^^. Si, à cause de la petitesse de a, nous négligeons les 
termes dans lesquels cette quantité est élevée à des puissances su- 
périeures à la première, on voit que f^ = ^I/^ (a:) étant une solution 
de réquation X = o, les substitutions 

donnent des résultats de signes contraires quel que soit x\ ces deux 
relations pourraient être représentées par des courbes très-rappro- 
chées comprenant la courbe jr= ^i(-p). 

Mais si x='h^[x) annulait X et un nombre impair de fonc- 
tions 'X, 'X, . . . , les résultats de la substitution seraient de même 
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En second lieu si l'on donne les équations de deux courbes très- 
rapprochées, telles, que l'ordonnée de l'une d'elles soit toujours 
moindre que l'ordonnée de l'autre, et si la substitution des valeurs 
de ces ordonnées en fonction de x^ dans X =. o, conduit à des résul- 
tats de signes contraires, il existe entre les courbes données une 
^courbe dont l'ordonnée représente une solution de X = 0. En effet, 
les équations des deux courbes très-rapprochées peuvent être mises 
sous les formes 

(p(a:) et ^y\x) étant des fonctions constamment positives; or, la 
substitution de ces valeurs dans X = o ne pourra fournir des résul- 
tats de signes contraires que si le premier terme de la transformée, 

savoir X^"^^*^ ou X^~'*^»^^\ est identiquement nul, puisque ce 
terme est incomparablement plus grand que ceux qui ont a pour 

facteur. Donc j = c^^*^ doit être une solution de la proposée. 

RECHERCHB DES SOLUTIONS COMMUNES. 

3" Pour déterminer la fonction qui, égalée à zéro, donne les solu- 
tions communes à deux équations linéaires X^^^ = o, X„ = o, danc 
le cas où il en existe, nous formerons la suite d'égalités 



X... = M^(XJ+N(X,„ 



K, L, . . . , M sont des fonctions de x déterminées de telle sorte, 
que les termes de Tordre le plus élevé soient les mômes au premier 
et au second membre; les restes, comme l'indiquent les égalités, 
s'obtiennent par de simples soustractions. Or, il est évident qu'une 
solution j, qui rend identiquement nulles X^^^ et X^ et, par suite, 
les dérivées de ces fonctions, annule aussi les restes X^^^^,, 
X«+F-i> • • ' » ®* réciproquement une valeur de x qui annule un reste 
et X„ satisfait aussi à la proposée X^^ = o. Nous avons supposé 
que notre dernier reste a la forme NX^,N étant une fonction de x; 
dans ce cas, toutes les solutions deX„ = o appartiennent à X„^^ = o, 
et rélimination des restes successifs conduit au développement 

(4) X^,= g(XJ+K.^(X.)-H...+M.^(X„)+NX.=o. 
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Sous celte forme, et en prenant X„ pour l'inconnue, il suffit pour 
sa détermination d'intégrer une équation d'ordre;?, et on trouve ainsi 

intégrant ensuite X„=: o et faisant usage de la formule (4)» on a 
l'intégrale complète de X^^^ = o. 
Si la dernière égalité du groupe (À) est 

on fera 

en déterminant P de telle sorte, que le terme d'ordre /Ttsoit le même 
au premier et au second membre. Par ce moyen, on posera la suite 
d'égalités 

(B) { X„=0^(X„_,) + QX„,_,+X„.„ 



X,,. = S^(X.)4-S'X». 

Si Ton parvient à une égalité qui présente au second membre deux 
fonctions égales X^, on arrêtera l'opération, et par l'élimination des 
restes successifs des groupes (A), (B), on développera X^ et X„^, 
sous forme d'équations linéaires d'ordre m — A, m-hp — Â-, qui 
auront X^ pour inconnue. Si la suite d'égalités conduit à un reste 
X*<f{x) qui ne peut être annulé par une valeur de^ exprimée en or, 
on conclura que les équations différentielles n'ont pas de solutions 
communes. 

De ce qui précède, il résulte, qu'il est toujours aisé de trouver la 
fonction qui, égalée à zéro, donne des soliUions communes à des 
équations linéaires, et si cette fonction est d'ordre /*, on pourra 
abaisser de /* unités les ordres des équations linéaires, 

COMPOSITION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 

On veut former une équation différentielle qui réunisse les solutions 
de deux équations données X^ = o, X^ = o. Désignons par X„^ le 
premier membre inconnu de l'équation cherchée, nous pourrons le 
développer sous les deux formes 

X„.p= ^(XJ + K^(XJ+...+0(X.), 
X„., = ^ (X,) + K'^ (X,) +. . .+ S'(X,). 
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EfTectuant les différentiations indiquées aux seconds membres, et 
identifiant les coefficients des différentielles de même ordre dans les 
deux développements, on aura m-^ p relations du premier degré au 
moyen desquelles on déterminera les coefficients K,..., Q, K',..., S'. 
Si les deux fonctions X„, X^ sont égales, la méthode n^est pas 
applicable, parce qu'il est contraire au caractère de généralité de 
rintégrale complète que deux solutions soient égales; mais pour 
suivre Tanalogie de l'Algèbre et du Calcul intégral, en ce qui con- 
cerne les racines égales, on formera des équations de même ordre 
qui auront les solutions de X^ = o, multipliées par x ou par a:% 

x',. . .; il suffira pour cela de remplacer j par - , :^^. . - • On com- 
posera ensuite en une seule toutes ces équations de même ordre, 
et on aura un résultat analogue à la puissance entière d*un poly- 
nôme. 

Dans le cas où X^= o a /? solutions r,, JK^,. . ., ^j,, de plus a 7 
solutions z„ a:z„..., 2^, xz^ et 3r solutions «,, xu^^, j?^w„..., 
w^, xu^, x'«^, de sorte que m= p+iq-\-Zr, Tintégration se ra- 
mènera à celle de trois équations d'ordre p^ 7, r. 

Si d'abord on cherche les solutions communes à X„ = o et 
'X,„ = o, on trouve une équation X^.^^^ = o qui a pour solutions «, , 
Zj,. . ., 3^, w„ xttj,. . ., tt^, xu^. Les solutions communes à 'X^ = o 
et ''X^= o, savoir : a,, «„..., a^, sont fournies par une équation 
X^ = o ; celle-ci permettra de former X^^. dont les solutions seront 
«,, xMj,, . ., u^^ xu^. Cherchant ensuite les solutions communes à 
^q+ir = O et Xj^ = O, on parvient à X^ = o qni a pour solutions z„ 
3j, . . . , z^. Il est facile de former sans intégration la fonction 
^27+3r = o satisfaite par toutes les solutions conjugées doubles ou 
triples. Avec cette équation, on abaisse X,„= ou ^p+2q+ir= ^ à 
l'ordre /?. 

Les méthodes précédentes fournissent un moyen aisé de trouver 
les conditions qui doivent exister entre les coefficients de deux 
équations différentielles, pour qu'elles aient p solutions communes; 
il suffit d'appliquer la méthode, et d'exprimer que le reste d'ordre p 
est identiquement nul. 

Enfin, on peut ramener à cette théorie des méthodes connues, 
celle par exemple que d'Alembert a imaginée pour l'intégration des 
équations différentielles, et qu'il reproduit dans ses principaux 
ouvrages. Théorie des vents. Théorie delà Lune^ etc. 

Prenons pour exemple de cette application l'équation du qua- 
trième ordre 



Digitized by 



Google 



35o COURS d'analyse. 

Supposons une fonction 

qu'on veut déterminer de sorte que ses trois solutions appar- 
tiennent à X^ = o; nous poserons 

De cette dernière on déduit, en identifiant les deux membres, 

Avec ces relations, auxquelles d'Alembert parvient, on élimine ^, 
0', 9", et on arrive à une équation en qu*il faut intégrer pour 
trouver ensuite les autres coefficients. Cette détermination conduit 

à quatre expressions de X3, et comme d'ailleurs ^ (X^) 4- XX^ = o 

donne X3 = C^"-^"', en portant dans cette dernière les systèmes 

de valeurs de A*, 9, 9', 9" on obtient quatre relations au moyen des- 

dr d^Y d^Y 
quelles on trouve la valeur dejr après avoir éliminé -j- > -7-7 ? -j^^ 

Si les coefficients de X^ = o sont constants, ceux de X3 = o le 
seront aussi, et, dans ce cas, la valeur de 9 dépendra de la résolution 
de l'équation 

(9 — «)* -f- « (9 - ûf -h ^ (9 — «)= + c (9 — fl) -h e = o. 

COMPOSITION DE l'ÉQUATION LINEAIRE AU MOYEN DE SES SOLUTIONS. 

4° La composition de X„ = o, au moyen de ses intégrales parti- 
culières, résulte de Télimination des constantes c^ «^j, . . . , c„ entre 
les équations (46' Leçon, n° 579) : 



(G) 



dx '"'dx^'^^dx^"'^'''- dx' 



flmy. ^my flnxy ^nty 
rL =: c • * -I- c ^ -4- -4- /? 

dxf" • dx"' ' dx'" ^•••^''"« daf* 
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Or, SI l'on écrit le groupe suivant : 



(E) 






on aura, au moyen des m dernières équations, les valeurs de c„ 
^2î« • •> ^OT qu'on portera dans la première, et le résultat sera de la 
forme c^, A = L, A étant le déterminant oti dénominateur relatif aux 
m 4-1 in'connues c^, <r,,.... Si l'on fait c^ = —i et X = o, V = o,..., 
la relation précédente se réduit à A = o, laquelle ne peut être que 
l'équation différentielle X,„ = o. Or, d'après la formation connue du 
déterminant A, on peut écrire 

tV^Y d^~^Y 

D est le dénominateur des m inconnues c^ r,,..., c^ déterminées 
au moyen des m premières relations du groupe (E), et si l'on con- 
sidère les indices de la différentiation comme des accents, on passe 

d"^Y 
du premier terme -t-~ D au suivant en changeant les signes, m en 

m — I et /7t — I en 771. Comme D contient les indices iti — i qui 
deviennent m pour la formation de D„ et comme d'ailleurs, en 
ajoutant un accent ou une unité à chaque facteur de D de même 
indice, celte fonction s'annule, il est clair que D, est la dérivée 
complète de D et, par suite, si D est constant, D^ = o (observa- 
tion due à M. Liouville). 
En second lieu, si nous mettons la valeur de/ sous la forme 

r = ^, ^.{^) + f-,^A^) +•• •+^«^i«('^), 

on pourra déterminer les constantes en supposant que pour ar„, y^ 

dr d^r d^'dy 

les coefficients différentiels -f^y -~j • • • » ;^" ont des valeurs 

assignées ; dans cette hypothèse, on trouvera les valeurs des con- 
stantes au moyen des m dernières équations du groupe (C), et en 
désignant le dénominateur commun par D et les numérateurs par 
N„N„...,N^, onaura 

Si ar„, Xu 6t les dérivées de jr„ par rapport à x satisfont à la re- 
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laUon jr=z^^(x), ces valeurs dans Texpression de jr devront 
rendre — égal à Tunité, et Nj, N3,..., N„ égaux à zéro. Mais 
x„ Xu ^^ ^^ dérivées pourraient satisfaire à une des relations 
X = '^i{^)} X='h{^)y"'i et on en déduirait des conséquences 
semblables. On peut conclure de cela que le numérateur N^, égalé à 
zéro, est une équation linéaire d'ordre m satisfaite par toutes les 
intégrales particulières de X„ = o à Texception de j^ = >|'^(a;). 

DEUXIÈME KÉTHODE DE COMPOSITION. 

5*^ Analogie d*une équation linéaire avec la puissance d^un 
binôme. 

X„ = 0, X^.| = sont des équations différentielles, telles, que 
toutes les solutions de la seconde satisfont à la première, si Ton 
pose 

et si l'on détermine /, z de telle sorte que les deux termes du plus 
fort indice, au premier membre et dans la première partie du se- 
cond, soient identiques, R devra être identiquement nul. Sans cela 
réquation linéaire R = o, de Tordre m — 2, aurait m — i intégrales 
distinctes, ce qui est impossible. 

Composons par ce procédé une équation d'ordre /w, qui réunisse 
toutes les solutions des équations : 

On formera d'abord une équation du second or Jre 

d*où on déduira 

Xz = I ou k— -: 

z sera déterminé par la condition que le second membre soit annulé 
par les valeurs 

On exprimera cette condition en égalant ^ ( ^ •+" "J] à une con- 
stante, à l'unité par exemple, et on trouvera 

a^b ^ ' 



1 
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Remarquons que j est le facteur qui rend le premier membre X, 

une difTérentielle exacte. La fonction du troisième ordre X, résul- 
terait de la relation 

qui devrait être satisfaite ou réduite à zéro par les valeurs 

Si les solutions de X^ = o sont^-j, j^-,, x*^,,..., a^'-^y^, en sup- 

dy 
posant que j, satisfait à ^ -h «r = o, le premier membre X„ se 

développera ainsi qu'il suit : 



. /w{/îî — lU/Ti — ï) / . . _ da . d^a\d'"'^Y 



Les coefficients numériques de cette expression sont ceux de la 
puissance m du binôme; les fonctions de^r se forment ainsi : à partir 
du second terme, on obtient la fonction de a relative à un terme 
quelconque, en multipliant par a la fonction de a du terme précé- 
dent et ajoutant à ce produit la dérivée de cette fonction. 

Pour démontrer cette formule, nous la supposerons vraie pour 
l'ordre /??, c'est-à-dire que nous admettrons que le développement 
précédent égalé à zéro est une équation dont les solutions sont j^ 
^i^ x*^p..., Jc^^^Xt' Écrivons, d'après la même loi, le dévelop- 
pement pour l'ordre /w-f-i que nous représenterons par X^^,; or, 
on verra tout de suite que la conjugée première de celte fonc- 
tion sera 'X„^^ = (m + i)X„; par conséquent X'^^, = o aura les 
mêmes solutions queX^= o, et cela prouvera que X,„^, aura aussi 
les mêmes solutions, et de plus la solution a^x^. 

Cette seconde méthode de composition a l'avantage de s'appliquer 
à des équations non linéaires, et de conduire sans aucune difficulté 
à la théorie des solutions singulières^ et à la démonstration de diverses 
questions de calcul intégral traitées par Jacobi. Les exemples sui- 
vants en montreront l'usage. 

Considérons une équation linéaire ou non linéaire d'ordre m, 
X^= o, et supposons que X,^, = o soit une équation d'ordre /w — i , 
telle, que toute valeur de x ^^ fonction de x qui satisfait à la der- 
Sturh.— ^/i., II. 23 
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nière satisfait aussi à la première : nous pourrons poser ridentité 

dans laquelle M est déterminé de telle sorte que les termes d*ordre m 
soient identiques, au premier et au second membre. La forme de 
ridentité résulte de ce que les fonctions qui annulent X„ et X„_, 
doivent aussi annuler le reste ; nous la mettrons donc sous cette 
deuxième forme 



qui s'accordera avec la première si 
d*où l'on déduit 



if3 = M et ^^=N, 



.^eJ *" et k=Vie ^ '" . 

T sera le facteur qui rendra le premier membre X„ une différen- 
tielle exacte. Mais, sans nous arrêter à des généralités qui nous 
feraient retrouver les résultats que Lagrange démontre dans le 
calcul des fonctions (i 3' Leçon et suiv.), appliquons ce qui précède 
à i-équation diiïérentielle du second ordre 

X,= g+/(-)^+/.(x,^) = o. 

Cette équation, dans tous les cas où i f[x)dx sera exprimable 
en fonction de x, se mettra sous la forme plus simple 



0-<p(^,r) = o. 



n suffira pour cela de remplacer x par f^ 
Si Ton connaît une intégrale première 



J 



^(•^'•^' £'")='» 



de la dernière équation du second ordre, a étant la constante arbi- 
iraktd d'une première intégration, on pourra déduire de cette inté- 

grale -~ = u, << étant une fonction de Xy 7, a. Mais, d'après ce que 
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nous avons expliqué, nous poserons 

Identifiant, on trouve 

du du dy , . du , du , . 

Les deux premières sont satisfaites en faisant A^ = i, z = i; mais 
la dernière ne pourra avoir lieu que dans le cas où le premier 
membre sera indépendant de a, qui n'est pas contenu dans <p(a:, j). 
Ainsi, la dérivée du premier membre par rapport à a sera nulle; 

donc 

,du ,du 

doL . dct du du 

dx dy dy da. 

Considérant la dérivée par rapport à a: et celle par rapport à j, 
lesquelles, d'après Tégalité, sont égales et de signes contraires, on 

verra que -j- est le facteur qui rend dy—udx une différentielle 

exacte. 

On pourra donc intégrer -j-dy — -^udx (4a' Leçon, n° 529). 

Un seC'Ond exemple, pris du Mémoire que vient de publier le 

géomètre suédois M. Malmsten, ne présente pas plus de difficulté. 

dy 
Supposons qu'on connaisse une intégrale première ^ = " de 

réquation du second ordre 

—^ +(^,r) = o, 

dr 
dans laquelle y' = ■--' Cette équation se met sous la forme 

df{x,y) d'y rfy(^..r') ., . „ 

Nous avons marqué d'un trait les dérivées par rapport à ^, lors- 
qu'on ne considère pas y* comme fonction de x. Dans cette relation, 
et en vertu de l'intégrale donnée, on peut remplacer y* par u et 

23. 
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identifier ensuite le premier membre à 

d 



dx 



[<£-)]• 



L'identité donne 

du dx 

(et, par suite, z = i) ; enfin 

Si on transpose le terme "^ ^^^^' ^^^ , j^ second membre ne ren- 
dx 
fermera plus a; par suite, le premier sera indépendant de cette 
constante, et sa dérivée par rapport à a sera nulle. Cette dérivée 
est _ 

S d^[x,u) du\ 
L du daj fdu du \ 
du \dx dy ) 

[d— d— \ 

df^[x^u^\ dcL da. du du J 

' Hà Xdx'^'dj'^'^Ty'd'yJ 

.fdf^\x^ u) du\ 
\ du THl) _ 
dx 

De cette relation on voit clairement que, en prenant pour fac- 
teur 

d(f{x, u) du __ df 



l'expression -^(dx — udx) sera intégrable. 
L'équation 

^^-^' + (x,7)=o 

sera traitée de la même manière; car, après l'avoir développée, el'fl 
devient 

I d^{y,r') dy d^(y.r') 

X' dy dx'^ dy Yi-^,r;-o. 
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Remplaçant^ ' par u et identifiant le premier membre à 



'à Kl-")]. 



on trouve 



enfin 



^ = - ^^^^ S «=o; 
u du ' 



I d^ir.u) /du du\ dffix.n) 
u du \dx djr ) dy 

devra être indépendante de a, ce qui donnera i -^ pour le facteur 
qui rendra intégrable la fonction du premier ordre, de telle sorte 
que - -^ (df — udx) sera une différentielle exacte. 
Les équations du troisième ordre : 

(;,) £i^=^(^,^.), 

Cl) ^^^=x'Hr,r'h 

qui se ramènent aux formes du second ordre quand on élimine dx 

dr 
par la relation dx = —,i ne présentent pas de difficulté. 



REMARQUES SUR LES ÉQUATIONS LINEAIRES. 

i. Une équation linéaire X„= o a /w solutions qui peuvent être 

dr 
les intégrales d'équations du premier ordre ~ — «^ = o. Ces équa- 
tions, qu'on pourrait nommer les composants deX„= o, méritent 
une attention particulière. Jusqu'ici on s'est appliqué à éviter dans 
l'intégrale les fondions imaginaires par une détermination conve- 
nable des constantes. Cependant, il est utile, dans certains cas, de 
les conserver, si on a en vue la simplicité analytique. Ainsi, les solu- 

d^r 

tiens en exponentielles de l'équation -j— -\-jr = o fournissent des 

composants à coefficients constants 

dr _^ / — 
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Les solutions réelles G sinx, G cosor conduisent à des composants 

djr , ^ dr , 

^-f tango:/ = o, ^ - cotx/ = o, 

à coefiQcients variables et, par suite, moins simples, 

2. L'intégrale complète de X,„ = o est la somme de m solutions 
de la forme 

Il sera quelquefois possible de discuter la courbe qui représente une 
solution, sans intégrer l'équation; cela paraît plus général et plus 
simple que de discuter l'intégrale complète avec ses constantes dé- 
terminées par des conditions particulières. Ainsi, comme on peut 
toujours faire disparaître le second terme d'une équation linéaire, 
l'équation du second ordre se ramènera à la forme 

de laquelle on déduit, en multipliant par dy^ 

^^-.iJf(x)ydjr=o, 

Dans le cas où f(a:) = A', A étant une constante, la relation se met 
sous la forme 



(î-^)(£+v)=. 



Or, il n'est pas difficile de prouver que si sjf{x) reste comprise entre 
deux valeurs constantes A', A'', depuis x' jusqu'à X ', les intégrales 
particulières de Féquation 

g-/(x)r=o 

dépendront de deux équations du premier ordre de la forme 

telles, que <p(a:) sera comprise entre A' et A". 

3. Enfin, les solutions d'une équation linéaire pouvant être con- 
sidérées comme les intégrales d'équations de la forme 
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en posant 

dr _ 
ydx ' 

on peut concevoir une équation algébrique 

[p-<p,(x)][(;-(p,(a:)]...= o, 

dont les racines, ou valeurs de v^ conduiront à la valeur de y. 
Si on donne l'équation algébrique 

c^»-!- «,;»-• 4-. . .4- a^_^ p H- fl„4-. , . = o, 

dont les coefficients sont des fonctions de x, de cette équation on 

déduira p™ et les dérivées -r- > -r-i j • • • en fonction de x et des 

ax CUXr 

puissances de v inférieures à m. Si donc on veut former une équation 
différentielle 

j;:^;7, -r ^ jj^^srr +. . .4- ^„_, ^ + ^„ = o, 

telle, que ses m solutions particulières fournissent des valeurs de — ^ 
égales aux valeurs de p, on posera 

et, différentiant plusieurs fois de suite cette relation, on exprimera 
/,„ ? — -T-~iV) en fonction de a: et des /w — i premières puis- 
sances de p. Cette équation du degré m — i devra être identique- 
ment nulle pour qu'elle ne soit pas en contradiction avec l'équation 
donnée en p du degré m. On aura ainsi des relations qui détermi- 
neront 6,, ^3, . . . , h^. Le calcul est élégant lorsqu'on transforme 
l'équation p"'— A"* = o, A étant fonction de x, eu une équation di£- 
férentielle. Si iti = 3, cette équation est 

d'y .^d-r r^Vi^\f^:«A«r-o 
S^""^A 5?""Vï" A.'» /rfx ^^-*^' 

On pourrait aussi se proposer de transformer une équation différen- 
tielle linéaire en une équation algébrique dont les racines représen- 
teraient les valeurs de -^7 mais ce problème inverse dépendrait 
d'intégrations souvent impossibles. 
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NOTE IV. 

SUR LES PROPRIÉTÉS DE QUELQUES FONCTIONS ET SUR LÀ 
REPRÉSENTATION DES RACINES DES ÉQUATIONS PAR DES 
INTERSECTIONS DE COURRES, 

par M. E. Pbocbbt. 



Définitions préliminaires. — Relations entre les dérivées partielles des 
fonctions P et Q. — Séparation des quantités réelles et des imaginaires 
dans les dérivées de/(«). — Différences finies et différentielles totales 
des fonctions P et Q. — Propriétés des courbes P, Q, P + Q, P— Q* 
— Démonstration d'un théorème de Gauchy. — Asymptotes des courbes 
P, Q, etc. — Théorème sur le nombre des racines des équations algé- 
briques. — Propriétés des surfaces « = P, « =: Q. — Remarques. 



DÉFINITIONS PRÉLIMINAIRES. 

i. Si f{z) est une fonction qui prenne la forme P + Q /— i 
quand on pose z = ar-j-/ v^— i, P et Q étant des fonctions réelles 
en .r et j, Téquation 

(i) /W=P+Q/=^=o 

entraînera les suivantes 

P = o, Q = o, 

et réciproquement. Il suit de là que si x et jr sont les coordonnées 
d'un point variable, la partie réelle et le coefficient de v/— i d'une 
racine de l'équation (i) seront respectivement égaux aux valeurs 
numériques de l'abscisse et de l'ordonnée d'un point commun aux 
deux courbes données par les équations P = o, Q = o. 

Les points d'intersection de ces deux courbes peuvent donc être 
regardés comme formant une représentation géométrique des ra- 
cines de l'équation /( 2 ) = o, et c'est pour rappeler cette propriété 
que nous les nommerons des points-racines, 

2. On dit en général qu'une équation /(z) = o a /z racines égales 
à a lorsqu'on a /(a) = (« — «)" f(25), f(z) désignant une fonction 
qui ne devient ni nulle ni infinie pour z= a; or, comme la fonc- 
tion f (z) = 7 ^}^ \n prend la forme - pour z = «, si l'on cherche 



Digitized by 



Google 



J 



NOTE ly. 36i 

sa véritable valeur d'après les règles connues, on voit que, pour 
qu'elle ne soit ni nulle ni infinie, on doit avoir 

/(«)=o, /'(«) = o, /•(«)=o,..., /-•(«) = G, /•W^o. 

Toutes les fois que Téquation f(z) aura n racines égales, le point- 
racine correspondant sera pour nous l'équivalent de n points-racines 
qui coïncideraient, et nous le nommerons, dans ce cas, point-racine 
de r ordre n, 

RELATIONS ENTRE LES DÉRIVÉES PARTIELLES DES FONCTIONS P ET Q. 

3. Relations entre les dérivées partielles du premier ordre. 

Si Ton suppose que z tienne la place de x H-^v^— i dans Tidentité 

/(z) = P + Qv/37, 

et que Ton prenne les dérivées des deux membres, d'après la règle 
des fonctions de fonctions, on aura 

OQ 

On obtient ainsi deux expressions différentes de/'(z), et en expri- 
mant qu'elles sont identiques on aura les relations 

\ dx~~ dr^ 
^ ' » dV dQ 



dy dx 

4. RÉCIPROQUEMENT, si Ics relations ( 2) ont lieu entre les dérivées 
de deux fonctions 

p ^/ sont la partie réelle et le coefficient de /— 1 d^une fonction 
d'une seule variable z, dans laquelle on aurait substitué x-{-jr ^—1 
àz. 

En effet, posons 

W = P-fQv/-i; 

subatilttons z—y^^ à x dans cc^te expression, et prenons la 
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dérivée de W par rapport à/; nous aurons 



dW_çrPdx dV (dQ dx fiQ\ r— 
dx ~ dx df"^ df'^\dx df"^ dy)^ *' 

et comme -r- = — v/— i, il en résulte 
dy ^ 

dx ~'\djr'^ dxJ'^Xdx dx)^ 

Or^ le second membre est identiquement nul d'après l'hypothèse. 

dW 
On a donc — j— = o. Ainsi, le résultat de la substitution est indé- 

pendant de j, et par conséquent W se réduit à une fonction de z, 
qui, par la substitution de x 4-/ v/—- 1 à z, devient P + Q v/--ï- 

C. Q. F. D. 

5. Relations entre les dérivées partielles du second ordre. 
Les relations (a) étant identiques, on pourra prendre les déri- 
vées des deux membres de chacune d'elles : on obtiendra ainsi 



r/»P rf^Q 


rf'P rf'O 


dx^ ~~ dxdy 


dxdf- dx'' 


d^Q d'V 
dx' ~ dxd/ 


d'Q r/»P 


d'où résultent les relations 




/ d^V 
dx' "■ 


rf'P 

d'Q 
dr'- 



RÉCIPROQUEMENT, si l'une des relations (3) est vérifiée par une 

fonction P , // sera possible de trouver une seconde fonction Q teUe^ 

que V etQ résultent de la substitution de x+y /— "i à la place de z 

dans une certaine fonction <f [z), 

CdV 
En effet, si Ton pose Q = / ;7-^, on aura 



df-dx' dx-j dx""^^-- J df'"^^- d/ 

Ainsi, les relations (a) sont vérifiées par les fonctions P et Q, et 
par suite, il existe une fonction ^ {z) telle, que l'on a identiquement 
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6. Relations générales entre les dérivées partielles de P et celles 
deQ. 

On tire des équations (2), en les différentiant ^ — i fois par rap- 
port à X, et /i — ^ -;- 1 fois par rapport à 7, 

d^V d^Q 



(4) 



da* df'-^ da^'' df"^' ' 

//"Q _ r/"P 



7. Relations entre les dérivées partielles de P ow de Q. 
On tire des équations (S) par la différentiation 

d^V d"V 



. djc'dj'*-'' dj^-'df-''^^' 

dj^dy^^ " dj^-'^df-^^^' 

Ces équations expriment une propriété commune aux deux fonc- 
tions P et Q, En y faisant successivement A- = tî, /î — 2, « — 4, ... , 
puis /• = /z -- 1, /2 — 3, 71 — 5, . . . , on obtient : 

//"P _ </»P ^ </"P _ </"P 

éic» "" djf^^df^ "" daf^df "" djf-^dy'' ' ' 

£/"P _ <f"P _ rf"P _ //"P 

ÉÈr"-' <// "■ daf'-^df ~~ daf'-'df'' "" dU:^'^//' ' " 

d''Q __ d"Q __ d^Q _ d^Q 

djf" "" dûC^-'df^ "" daf'-'dy' "" daf^-'^df ' 

/f»0 _ £/"0 <^»Q _ £/«Q 



(6) 



daf'-'dy d^'-^df da^-'^dy'' daf'-'dy' 

Ainsi, /oa/tfj fej dérivées partielles de Y ou de Q d^un même 
ordre, dans lesquelles V indice de différentiation relatif à une 
même variable est en même temps pair ou impair, sont égales en 
valeurs absolues. 

Et si Von range ces dérivées suivant un ordre de grandeur de 
cet indice, les signes -^ et ^ se succéderont alternativement. 

SÉPARATION DES QUANTITÉS RÉELLES ET DES IMAGINAIRES 
DANS LES DÉRIVÉES DE /(z). 

8. En différentiant par rapport à x les deux membres de l'iden- 
tité /(z) = P-i- Q v/---T, nous avons trouvé 

.,, . dV dQ , — 
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Cette formule fait voir que pour obtenir la partie réelle et le 
coefficient de v^^ de la dérivée d'une fonction, il suffît de prendre 
les dérivées par rapport à x des parties analogues de cette fonc- 
tion. En prenant n fois de suite la dérivée par rapport à x, on 
trouve 

On peut donner à cette expression deux autres formes et n'y 
employer que la fonction P ou la fonction Q. Il suffit d'y remplacer 

d*après les relations (4). On aura ainsi 

1^-/ x_^"P ^"P I — 

DIFFÉRENCES HNIES ET DIFFÉRENTIELLES TOTALES DES FONCTIONS 
P ET Q. 

9. Les propriétés précédentes permettent de développer les 
accroissements des fonctions P et Q suivant les accroissements de 
leurs variables. 

Si dans/(z) on change z en (z-hA:c + A^/^), on aura 

X 

En posant 

^x + Aj /^ = r (cosO + \f^ sinô) , 

nous aurons , par la formule de Moivre , 

(^x -h Aj yf^Y = r" (cos/2Ô -h /^sin/ïO). 

D'ailleurs la première formule (7] donne 

ml , / — \ «?"P ^"P / — 

donc on a 

A/{z) = AP-+-AQv/=^ 

+R,+Ry-i, 
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et, en séparant les parties réelles et les parties imaginaires, 






(8) 



iO. Si Ton suppose Aor et A/ infiniment petits, le terme général 
de chaque développement devient la différentielle totale du rf^ 
ordre de P ou de Q, divisée par le produit 1.2. 3.../?. On aura 
donc, en appelant a> la limite de Tangle d, et en observant que 



dy 



r = Jdx^-\-df = dryjx 4-cot'w -7^5 

rf"P rf»P . 

d^V = — : dr''. 



PROPRiÉTés DES COURBES P ET Q. — POINTS MULTIPLES. 

11. Pour abréger, nous appellerons courbe P, courbe Q, les 
courbes représentées par les équations P = o, Q = o. Nous suppo- 
serons que le système d*axes auquel on les rapporte est rectangu- 
laire. 

Une propriété remarquable de ces courbes est d'avoir chacune 
un point multiple de Tordre /i, toutes les fois que l'équation pri- 
mitive /(z) = o a « racines égales entre elles. Pour le démontrer, 
il faut faire voir : i** que les fonctions P et Q s'annulent avec leurs 
dérivées partielles jusqu'à l'ordre « — i inclusivement quand on y 
substitue les coordonnées d'un point-racine de l'ordre n ; a° que 
chaque courbe possède en ce point n tangentes distinctes. 

12. Premièrement, quand /(z) a n racines égales à :c4-JV^— i, 
on doit avoir, / désignant un nombre au plus égal à n , 

cette équation entraîne les deux suivantes : 
£/'P _ d'y _ 
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Il résulte de là et des relations (6) que toutes les dérivées de P de 
Tordre / sont nulles, et comme i est compris entre o et n — i, il est 
donc démontré qu'en chaque point- racine de l'ordre n toutes les 
dérivées partielles de P s'annulent jusqu'à l'ordre /z — i inclusive- 
ment. — Môme démonstration pour la fonction Q. 

i3. En second lieu, les courbes V et Q ont chacune, au point 
(x, ^), n tangentes distinctes. 
Considérons d'abord la courbe P. 

On obtiendra le coefficient angulaire -r- = tangw de la tangente 

menée à la courbe par le point ( J^, ^), en égalant à o la différen- 
tielle totale du n^"" ordre. D'après la formule (9), l'équation qu'il 
faudra poser sera donc 

^«P rf»P 

— - C0S7ÎW 4- ■ „ . , smwû) 
ajc* cLxf-^dy _ 

sin"w ~ ^' 

Le dénominateur de cette équation n'est jamais supérieur à l'unité, 
et il ne peut devenir nul en même temps que le numérateur qu'au- 
tant qu'on a 

Mais ce cas peut être écarté , car il suffit, pour l'éviter, de changer 
la direction des axes de coordonnées. Donc si Ton suppose -^-j^o» 
on aura toutes les solutions de cette équation en posant 



(10) tang/ïw = 

et si Ton fait 



^"P 
daf" 



da^'dy 



tangf*= ^^ 



on aura 



d'où 



daf'-^dx 



(II) « = t-|->tll. 
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Pour avoir toutes les tangentes à la courbe P, il suffit de donner 
à n les valeurs o, i, 2, ...,« — i, et l'on obtient n valeurs de w, 

formant une progression aiithmélique dont la raison est -• Donc 

la courbe P présente, au point considéré, n tangentes distinctes et 
tellement dispesées, que deux tangentes consécutives comprennent 
un angle égal à la r&^ partie de deux angles droits. 

d^. 11 importe de remarquer qu'un point-racine do l'ordre n ne 
peut être un point d'arrêt ou un point isolé, pour aucune branche de 
la courbe P, du moins dans le cas où la fonction P est continue. En 
effet, l'équation qui donne tang o ayant toutes ses racines inégales, 
on voit focilement, en développant P par la série de Taylor, que 
cette fonction changera de signe quand on y substituera successive- 
ment les coordonnées de deux pointa suffisamment rapprochés du 
point N, et situés de part et d'autre d'une même tangente. 

i5. Un calcul analogue à celui que nous avons fait pour la courbe 
P assignerait aussi à la courbe Q, en tout point-racine de l'ordre /z, 
n tangentes distinctes et tellement disposées, que deux tangentes 

consécutives comprennent un angle égal à - • On peut déjà en con- 
clure qu'entre deux tangentes consécutives à la courbe P il y a tou- 
jours une tangente à la courbe Q. Mais je dis de plus que : 

Les tangentes à la courbe Q sont les bissectrices des angles for- 
més par les tangentes à la courbe P. 

Pour le démontrer, rappelons-nous la formule 



(10) tang/zw = 



fi"? 
daf' 



g/"P 
claf-'dx 



En appelant u l'angle qu'une tangente à la courbe Q fait avec l'axe 
des X, nous aurons de même 



(la) tang/iw = 






daf^^ dy 



Or, d'après les relations (4 ), 

daf" "" dx"-'dx^ dx'^^dy~ axr'* 

donc 

tang/ztt» tang/iii = ~ i ; 
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d'où 

/ïft) — /2U= ± -) 
'À 

(i3) w — u= ± • 

oi> — u est l'angle compris entre une tangente à la courbe P et 
une tangente à la courbe Q la plus voisine, et Féquation (i3) montre 
que cet angle, abstraction faite du signe, est la moitié de Tangle 

~ compris entre deux tangentes consécutives à la courbe P. 

16. Les résultats précédents comprennent le cas particulier d'un 
point-racine simple. En un point de cette espèce, l'angle — formé 
par la tangente à la courbe P et la tangente à la courbe Q se réduit 
à -• On peut d'ailleurs rétablir directement. Ainsi : 

En un point-racine du premier ordre les courbes V et Qse cou- 
pent à angle droit» 

Cette propriété appartiendrait encore aux courbes représentées 
par les équations 

P = A, Q = B, 

A et B étant deux constantes quelconques. 

PROPBIÉTÉS DES COURBES DONNÉES PAR LES ÉQUATIONS 
P-Q=:0, P4-Q=o. 

i7. La courbe qui a pour équation P — Q = o est le lieu de tous 

les points dont les coordonnées, substituées dans les fonctions P etQ, 

donnent des résultats égaux et de même signe. En chaque point de 

P 
cette courbe le rapport ^ est égal à i. 

La courbe qui a pour équation P + Q = o est le lieu de tous les 
points dont les coordonnées, substituées dans les fonctions P et Q, 

p 
donnent des résultats égaux et de signes contraires. Le rapport j 

y est constamment égal à — i. 

Les courbes P — Q,P-i-Q jouissent des mômes propriétés que 
les courbes P et Q, et il sufBt pour le démontrer d'observer que les 
fonctions 

/> = P~Q, 7 = P + Q» 
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sont la partie réelle et le coefficient de y/--^ de la fonction 

(i4-v/=T)/(z) = (i-h/-=T) (p + Qv/=:T) 
= P-Q4-(P4-Q)/=T. 

D'ailleurs p etq s'annulent évidemment avec leurs dérivées jusqu'à 
Tordre n exclusivement, quand on y substitue les coordonnées d'un 
point-racine de l'ordre n ; d'où il suit que : 

En un point -racine de V ordre n: 

i^ La courbe V — Q a n tangentes distinctes tient chacune fait 

avec celle qui la suit un angle égal à —5 

a® La courbe P + Q a aussi n tangentes distinctes qtd sont les 
bissectrices des angles formés par les tangentes à la courbe P — Q. 

i8. Pour construire les tangentes à nos deux nouvelles courbes 
il suffit de connaître l'angle qu'une tangente à l'une d elles fait avec 
une tangente à la courbe P. 

Soit tang/zs le coefficient angulaire d'une tangente à la courbe 

P — Q : on a trouvé plus haut 

r/"P 

daf 
(10) tang/i» = -ipr^'-^ 

dx"""^ dy 

à cause de la symétrie du calcul, on aura aussi 

</> 
djf" 



(14 ) 


tang/ic- ^„^ . 


Mais 


dx'^-'dx 

d^p d"? d"Q d'^V fl?»P 
daf^~ d3^ djf" ~ daf* ^ dx^-'dx^ 




d^'p d^V d^Q __ rf»P rf«P. 
rfx"-' dy ~~ dx"-"^ dy dx'^' dy dx"^' dy daf" ' 


donc 


r/«P . rf"P 


tang;ie- ^.^ ^„p- _, ^^.^g^J " tang (^,.«- 

dx''-'dy daf' 
d'où 


(i5) 


I TT 
1= w — - — 

4« 



Sturm. —An,^ II. 24 



Digitized by 



Google 



370 COURS d'analyse. 

De là résulte que si l'on construit, comme au /i* 14, /es tangentes 
aux courbes P et Q, et que si l'on désigne respectivement les angles 
consécutifs formés par ces tangentes par les nombres 

o, I, 2, 3,..., 

les bissectrices des angles de rang pair seront les tangentes à la 
courbe P + Q. Les bissectrices des angles de rang impair seront les 
tangentes à la courbe P — Q. 

DÉMONSTRATION D'UN THÉORÈUE DE M. CAUGBY. 

i9. Traçons autour d'un point-racine N, de Tordre /i, un cercle 
assez petit pour que dans son intérieur les courbes P, Q, P — Q, 
P + Q se confondent sensiblement avec leurs tangentes, et, par 
suite, ne puissent s'y couper mutuellement ailleurs qu'au point N. 
Un point mobile M qui parcourra la circonférence dans le sens direct 
de rotation, c'est-à-dire en allant desx positifs aux /positifs, devra 
rencontrer 1 n fois chacune des quatre courbes, et toujours dans 
Tordre suivant : 

*..., P-Q, P, PH-Q, Q, P-Q, P, .... 

Concevons qu'à chaque position du point mobile on substitue ses 

P P 

coordonnées dans le rapport tt- De la courbe P— Q, où ^^ est posi- 

p 

tiC (17), le point M passe sur la courbe P, où ^ s'annule, et de là immé- 

p 

dialement sur la courbe P 4- Q, où ^ est négatif. Donc chaque fois 

P 

que le point M traverse la courbe P, le rapport ^ passe du positif 

au négatif. Ce rapport passe, au contraire, du négatif au positif chaque 
fois que le point M traverse la courbe Q. 

Donc lorsque le point mobile sera revenu à sa position initiale 
après avoir rencontré a/z fois la courbe P et a/i fois la courbe Q, le 

p 
rapport -^ aura passé 2/2 fois du positif au négatif en s*évanouissant, 

et 2/z fois du négatif au positif en devenant infini. 

Si au lieu d'un cercle ou d'un contour convexe on trace une courbe 
fermée très-petite, qui présente des sinuosités, le point mobile 
pourra traverser plusieurs fois chaque portion de la courbe P, mais 
il devra la traverser une fois de plus dans le sens direct que danr 
le sens rétrograde, puisqu'il doit revenir à sa position initiale. Donc, 
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p 

pour chaque portion de la courbe P, le rapport ^ passera une fois 

de plus du positif au négatif que du négatif au positif, et quand ie 
point mobile sera revenu au point do départ, ce rapport aura passé 
en s'évanouissant 2/1 fois de plus du positif au négatif que du né- 
gatif au positif. Au contraire, ce rapport aura passé en devenant 
infini 2/2 fois de plus du négatif au positif que du positif au uégatii'. 

Ainsi se trouve démontré, pour un cas particulier, un ihéorèmc 
iremarquable dû à M. Cauchy, et dont voici Ténoncé : 

Le nombre des points- racines situés dans r intérieur d* un contour 
fermé j en supposant qu*ii ne s'en trouve aucun sur ce contour même^ 
est égal à la demi-différence entre le nombre des variations (*) 

P 
descendantes et celui des variations ascendantes du rapport j;. > pour 

toute rétendue du contour supposé parcouru dans le sens direct de 
rotation. 

20. Du cas particulier que nous venons d'examiner, on s'élève 
au cas général par les considérations suivantes, empruntées à un 
Mémoire de MM. Sturm et Liouvilie (Journal de Mathématiques ^ 
t. I, p. 278) : 

« Soit A re&cès du nombre des variations descendantes sur le 

p 
nombre des variations ascendantes du rapport -^ j pour un contour qui 

renferme f* racines. D faut démontrer que Ton a fx= - A. Or, 

9 i^ Le théorème est évident pour un contour quelconque ABC^, 
lorsque dans Fintérieur de ce contour et sur le contour même on n'a 
jamais P = o ; alors, en effet, les deux nombres fx et A sont tous les 

deux nuls, et par suite Téquation fz = - A est satisfaite. 

B Elle est satisfaite encore lorsque dans l'intérieur du contour ABC, 
et sur ce contour même, on n'a jamais Q = o; le nombre /x est alors 
encore égal à zéro, et je vais prouver que l'on a aussi A = o. En 

p 
effet la fraction ^^ quand on aura fait un tour entier pour revenir 

au point de départ A, devra se retrouver en ce point affectée du 
même signe que d'abord elle possédait, quand le mouvement a com- 
mencé : donc cette fraction doit changer de signe un nombre pair 



(*) J'appelle yariation ascendante le changement de signe d'une quan- 
tité qui passe du négatif au positif tn B^évanouissant. Une variation des- 
cendante est le contraire. 

24. 
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de fois, toujours en s'évanouissant, puisque son numérateur seul 
peut devenir nul, et en passant alternativement du positif au né- 
gatif et du négatif au positif : donc enfin l*excès A du nombre de fois 
où elle va du 4- au —- sur le nombre de fois où elle va du — au -f- 
en s'évanouissant, est égal à zéro; ce qu'il fallait prouver. 

» 2"* Quand le théorème de M. Cauchy a lieu pour deux contours 
A6CA, ÂCDÂ qui ont une partie commune AC^ il a lieu également 
pour le contour total ABGDA formé par leur réunion. En effet, 

p 
Texcès A du nombre de fois où ^ s'évanouissant passe du 4- au — 

sur le nombre de fois où cette fraction en s'évanouissant passe du — 
au + est le même, soit qu'on parcoure le contour total ABCDA, 
soit qu'on parcoure successivement les deux contours ABCA, ACDA, 
puisqu'à chaque passage du + au — ou du — au +i qui a lieu quand 
on va sur le côté AC de C en A, répond un passage inverse du — 
au 4- ou du 4- au —, quand on va sur le même côté de A enC. Or, 
en supposant que le nombre des racines soit égal à i».' dans le con- 
tour ABCA, et à fz" dans le contour ACDA, on a A = ap' pour le 
premier de ces contours, et A = 2 [a" pour le second, puisque le 
théorème de M. Cauchy est supposé applicable à l'un et à l'autre, 
d'après ce qu'on vient de voir : il résulte de là que, pour le contour 
total ABCDA, on a A = a ( p' 4- p' ) ; donc le théorème de M. Cauchy 
est vrai pour le contour ABCDA qui renferme f^'4-f^' racines. 

» Si l'on considère un nombre quelconque de contours juxtaposés, 
pour chacun desquels ce théorème ait lieu, il aura lieu également 
pour le contour total formé par la réunion de ces contours: c'est ce 
qu'on verra en réunissant ces contours successivement deux à deux, 
comme on peut le faire d'après ce qui vient d'être démontré. 

» 3"* Étant donné un contour quelconque ABC, on peut toujours le 
concevoir divisé : I. En contours convexes tracés autour de chaque 
racine contenue dans Tintérieur de ABC, assujettis aux conditions 
énoncées n° i9 ; II. En contours semblables à ceux dont on a parlé (i""), 
c'est-à-dire pour lesquels on n'a jamais à la fois P = o, Q = o. Le 
théorème de M. Cauchy ayant lieu pour les diverses parties dans les- 
quelles on divise le contour ABC, aura lieu pour ce contour même 
ABC, dont la forme est arbitraire. 

» Ce théorème est donc entièrement démontré. 

D Toutefois, nous excluons formellement le cas particulier où, pour 
quelque point de la courbe ABC, on aurait à la fois P = o, Q = 0: 
ce cas particulier ne jouit d'aucune propriété régulière, et ne peut 
donner lieu à aucun théorème,* car, dès qu'on l'admet, l'excès A peut 
varier avec la forme du contour sans que le nombre fx varie ; de sorte 
qu'il n'existe alors entre fx et A aucune relation constante. » 
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ASYMPTOTES DES COURBES P, Q, P — Q, P-hQ, DANS LE CAS OU P 
ET Q SONT DES FONCTIONS ALGÉBRIQUES ET ENTIÈRES. — THÉORÈME 
SUR LE NOMBRE DES RACINES d'UNE ÉQUATION ALGEBRIQUE. 

21. Soit une équation algébrique et entière de degré /w, 

/(3) = (Ao4-b,/=T)3'"4-(a. + b.v-=:T)3"-4-... 

+ (A„, + B„v/=^) = o; 
si nous posons 

z = x-hj/— I = r(cosw -»- v/— isinw), 

A„ 4- B„v/^ = p„ (cosa^ 4- v/^sinaj, 
nous aurons 

= pr'"[cos(a-|-/ww) 4-v/— isin(a-f-/Wû))] 
4- Pjr"'-'|cos[a,4- (/« — i) w] + y/— ^sin[a, 4- (w --!)«] ■ -f- M 

d'où 

P = pr'"cos(a4-/ww)4-p^r'"-*cos[a, 4- [m — i)w] 

4- p, r'"-»cos [a^ 4- ( /w — 2) w J -j- . . . , 
Q = p/''"sin(a4-/ww) -1-p, /•'"-'sin[a, + (/« — i) w] 
+ Pa r"^*sin [a, + { /w — 2 ) «] 4- 

Les polynômes P et Q ainsi définis, nous allons chercher les 
asymptotes des courbes données par les équations P = o, Q = o. 

2â. Les coefficients angulaires des asymptotes d'une courbe al- 
gébrique de degré m s'obtiennent en égalant à o la somme d ?s 
termes de son équation qui sont du m'*'"* degré, après y avoir fait 
a: = rcosw, / = rsinw. 

Or, les termes du ^^''""'degré dans les polynômes P et Q proviennent 
évidemment de la substitution de ^4-Jv^— i à la place de z dans 
le terme (A^4-B<,/^) z'"de réquation/(z) = o. Donc, si réser- 
vant w pour désigner Tangle qu'une asymptote à la courbe P fait 
avec Taxe des or, on appelle u Tangle analogue relatif à la courbe Q, ' 
on obtiendra (*> et u en posant 

pr^'cosfa-h/Tiw) = o, pr'"sin(a4-wy) ^ o, 
d*où l'on tire 

,«v a-iT.iir a.,ir itt 

^ ' m m % m m m 2 m 
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23. Quand l'équation d'une courbe du degré m est telle, qu'on 
puisse faire disparaître les termes du [m — if^'* degré en posant 
x = .r' + j:,, j = y-|-/,, on sait que toutes les asymptotes de 
cotte courbe passent par le point {j?,,/J. 

Les courbes P et Q sont dans ce cas. 

En effet, si dans réquation/(z) = o on fait «= z'-f-^|-4-/, V^— M 
U suffira, pour faire disparaître le terme en z'"-*, de poser 

ou bien, séparément, 

_ 1 A,A,-4-B ,B, 1 A,B.-A.B, 

»" m AJ + BJ ' •^' m Ai + BJ 

La transformée en z* n'ayant pas de termes du (/w — i)'^*^ degré, 
les polynômes P,, Q,, analogues à P et à Q, que Ton déduit de cette 
transformée en posant z* = x'-\-y v^— i? n'auront pas non plus de 
termes de ce degré. 

Mais il est évident que P, et Oi sont ce que deviennent P et Q 
quand on y fait a? = j:' + j:„ jr = j' -f/,. Ainsi, les polynômeè P 
et Q perdent leurs teimes du degré m — i par ce changement de 
variables, et, par suite, toutes les asymptotes des courbes P et Q 
passent par le point (^p^J. 

24. Des formules (i6) il résulte : i** que les deux courbes P et Q 
ont chacune m asymptotes distinctes ; 2° que deux asymptotes 

consécutives de l'une d'elles comprennent un angle égal à — ? 

dont la bissectrice est une asymptote de l'autre courbe (*). 

La construction des asymptotes est donc la même que celle des 
tangentes en un point-racine de Tordre /i. 

Les équations qui donnent tang&> et tangu n'ayant que des ra- 
cines inégales, les asymptotes ainsi obtenues sont bien réelles et 
s'approchent indéfiniment des courbes P et Q, tant du côté de l'in- 
fini positif que du côté de TinSni négatif. 

25. Les courbes P — Q, P 4- Q ont aussi chacune m asymptotes 
qui passent par le point (j:„ jr,). Leur position par rapport aux 
asymptotes des courbes P et Q est la même que celles des tan- 
gentes n° i8. Il résulte de là que si du point (j?,,^i) on décrit 

{*) Ces propriétés des asymptotes ont été remarquées par Gaoss et 
publiées par lui, en 1799, dans une thèse intitulée : Demonstratio nova 
theorematisomnem/onctionem algehraicam rationaîem integram unius varia» 
hilis in Jac tore s reaies primi vel secundi gradus resolvi passe, Helmstadîi. 
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un cercle assez grand pour que, près de sa circonférence, les 
courbes se confondent sensiblement avec leurs asymptotes, un 
point mobile, parcourant ce cercle dans le sens direct de rotation, 
rencontrera im fois chacune des quatre courbes, et toujours dans 
Tordre suivant : 

..., P-Q, P, P-i-Q, Q, P-Q,.... 

Par conséquent, la différence entre le nombre des variations des- 

p 
cendantes et celui des variations ascendantes du rapport jr sera 

égale pour ce contour à a/w. Le nombre des points-racines qu'il 
renferme est donc égal à w, et comme au delà les courbes ne 
peuvent pas se couper, on en conclut que toute équation algé^ 
brique et entièrey de degré m, à coejjicients quelconqueSy admet 
m racines de la forme a -h 6 /— i . 

PROPRIÉTÉS DES SURFACES DONNÉES PAR LES ÉQUATIONS 
Z = P, z = Q. 

26. Si dans l'intégrale définie (475) 

»i7r 



X" 



/{a)rfe=ra^/(o), 

/O 

OÙ u tient la place de x -\-yyf^i^ r (cosO 4- /— isinô), on sup- 
pose /(«) de la forme <ï>(a)-i- Y(m)v/^, *(«) et Y(w) étant des 
fonctions réelles de u, on aura séparément : 

J/»27r /«air 

f Prfô = 27r4) (o), / Qr/0 = aTTY (o), 
o Ja 

P et Q ayant toujours la même signification, mais devant être con- 
sidérées comme des fonctions réelles de rsinOet de rcosd. 
Voici une conséquence remarquable de ces formules : 
Soit V le volume d'un corps compris entre la surface z = P, le 
plan xy et un cylindre droit ayant pour axe Taxe des s et /* pour 
rayon. On aura 

V= / r?drdO= / rdO VdQ = iiit<V[o) / rdr, 

J J Jo Jo Jo 

et enfin 

V=7rH*(o). 

Ainsi le volume considéré est égal à celui d'un cylindre ordinaire, 
de même base et ayant pour hauteur $ (o). 
En appelant U un volume analogue, dans lequel la surface 2 = Q 
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remplacerait la surface z = P, on aurait de même 

U=7rr»T(o). 

Dans le cas où la fonction f(u) est réelle, ce volume est con- 
stamment nul. 

REMARQUES. 

27. Les courbes données par les équations P = o, Q = o, ne 
sont pas les seules qui puissent servir à représenter par leurs 
intersections les racines de Téquation /(z) = o. En effet, on ne 
change pas les racines de cette équation en multipliant son premier 
membre par une constante réelle ou imaginaire. Or^ le premier 
membre de l'équation 

{«4-*\/=T)/(3) = o 

se changera pour z = x-{-x /~-* ^^ 

«P-^04-{^P-H«Q)v/^, 

et les courbes données par les équations 

P^ = flP — 6Q = o, Q^=: bP-^aQ =zo 

se couperont aux points-racines de la proposée. 

Les courbes V^ et Qi jouissent des mêmes propriétés que les 
courbes P et Q, et si l'on ajoute à cette remarque, qu'en chaque 

point de la courbe P, le rapport ^ est égal à - ? on aura deux 

théorèmes, qui pourront s'énoncer d'une manière abrégée comme 

il suit : 

p 
Le rapport -^ a la même valeur à tous les sommets d'un poly- 
gone régulier infiniment petit de in côtés y dont le centre est un 
point-racine de Vordre n, 

P ^ , 

Le rapport -k^ l^ même valeur à tous les sommets d^un pofy' 

gone régulier infiniment grand de im côtés dont le centre est le 
point de concours des asymptotes, — Le dernier théorème n'a lieu 
que dans le cas où P et Q sont des fonctions algébriques et entières 
de degré m. 

28. Tous les théorèmes démontrés dans cette Note ne s'appliquent 
qu'aux fonctions que M. Liouville appelle bien déterminées^ c'est-à- 
dire à celles qui ne prennent qu'une seule valeur pour chaque va- 
leur de la variable 2 = ^-h Jv^~T, et qui varient d'une manière 
continue quand le point (x, ^) se déplace suivant une courbe quel- 
conque. 
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NOTE V. 

EXERCICES SUR LA RECTIFICATION DES COURBES PLATEES , 
par M. E. Prouhst. 



Formule pour la rectification des arcs. — Approximation des arcs. 
Transformation des arcs de courbe. — Courbes rectifiables. 



FORMULE POUR LA RECTIFICATION DES ARCS DE COURBE PLANE. 

i . Soient AB une courbe plane, un point pris dans son plan, 
OP une perpendiculaire à la tangente menée à la courbe AB par un 
de ses points M : La normale à la courbe, lieu des points P, s^ob- 
tient enjoignant le point P au milieu de la droite OM. 

2. Si Von désigne par p la perpendiculaire OP et par w Vangle 
que cette droite fait avec un axe fixe, on aura 

Cela résulte de ce que PM est égale à la sous-normale de la po- 
daire (c'est ainsi qu'on nomme le lieu des points P), quand on con- 
sidère /? et ft) comme des coordonnées polaires. 

3. Si du point on abaisse une perpendiculaire OQ sur la nor- 
male CM à la courbe AB, C étant le centre de courbure, on aura 

car le point Q appartient à la podaire de la développée de la 
courbe AB. 

-4. Si Von désigne Varc AB par s, et par aet p les angles que les 
normales aux points A et Bfont avec un axe fixe, on aura 

En effet, p étant le rayon de courbure, on a 

5. Quand le point Oest le point de concours des normales extrêmes 
et plus généralement quand les extrémités de Varc AB sont égale- 
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ment distantes ries points correspondants de lapodaire, on a 

(II) ^ 



r = / pdt 



Conséquence de (2) et de (4). 

6. La formule [\] ne change pas quand on cliangep en 

/? + rt coso + 6 sin». 
Analytiquement cela résulte de ce que 

z= acosu+^sino» 
est l'intégrale générale de Téquation 
^d'z 

géométriquenoent cette transformation revient à déplacer le point 
d'où Ton abaisse des perpendiculaires sur les tangentes à la courbe. 

APPROXIMATION DES ARCS DE COURBE. 

7. Soient AB un arc convexe , un point pris dans la concaçité 

de cette courbe, tar l'angle des normales extrêmes^ en désignant 

par Po7 P(j Pa> • • • > pin ^^^ rayons de courbure qui font avec la nor^ 

, . , A 7 1 tj aor 3cr 

maie au point A les angles o, — ? — î — ? • • • > on aura 
'^ ^ ^ in %n VLn 



AB > ^ \J*±S.i±h±ll^±^±», 
n 

n 

si d'ailleurs -^ est négatif pour les valeurs de &> comprises entre 
o et tr. 

Ces deux inégalités résultent de ce que / pdtù peut être consi- 
déré comme Taire d'une courbe convexe dont p et w seraient les 
coordonnées rectangulaires. 

8. «Sï est le point de concours des normales extrêmes, et p^. 
Pu Pi^ • - • t Pin ^^^ perpendiculaires abaissées sur les côtés d'un po^ 
fygone équiangle circonscrit à la courbe AB, on aura 

AB==lima ^^- + ^'+^; + --+'^»" pour;i = c., 
AB = lim tr PL±PjL±^m±P^T\ pourw ^ « . 



i. 
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9. Soit CD une droite partagée au point E en deux segments , 
CE = «, CD = ô. Si l'on partage en in parties égales la demi' 
circonférence décrite sur CD comme diamètre et que l'on désigne 
P^^ Pt^Pi > • • • » Pvt ^^^ droites menées du point E aux divers points 
de division, le périmètre de P ellipse ayant laet^b pour axes sera 
compris entre deux circonférences ayant pour rayons : la première 

iPc-^Pi-^Pi-^'-' + JP^ ^ 
n 
et la seconde 

Px±2l±JLLl±PjS=l. 
n 

Le théorème aurait encore lieu si le point E était pris sur le pro- 
longement de CD et que l'on eût encore EC = a, ED = b, 

40. X/7 moyenne des distances d*un point pris dans le plan d'un 
cercle, aux sommets d'un polygime régulier d'une infinité de côtés 
inscrits dans le cercle, est égale au périmètre d'une ellipse ayant 
pour demi-axes la plus grande et la plus courte distance du point 
à la circonférence, divisé par 27r. — Cas ou le point est pns sur la 
circonférence» 

Conséquence de (9). 

ii. Le périmètre d*une ellipse ayant pour axes ia et ^kb^a"^ b, 
étant désigné par E, on a 

E>27rô, E<a7ra 



E>27r , E<27r.i , 



P^^ a+b'hs/^a'-h'iO' ^ Ja^+b^+\^'3La'^i%à'b'+ib' 
li>a7r ^— , E<27r-ï i-i , 

4 a 

Conséquence de (9). 

TRANSFORMATION DES ARCS DE COURBE. 

i2. Si AB et A'B' sont deux droites parallèles, et a, ^, des points 
pris sur les droites AA', BB', de telle sorte que 

ka __ ^b _^ m 

k^" Wb " n' 

on aura 

, «AB ifc m A'B' 
ab = • 

On prendra le signe + si les droites AB, A'B' sont dirigées dans 
le même sens, et le signe — dans le cas contraire. 
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43. Si plusieurs polygones ABCD. . . , A'B'C'D'. . . , A''B''C''D\ . . , 
ont leurs côtés respectivement parallèles y si a est le centre de gravité 
des sommets homologues k^ k' ^ k" , , , .\ b celui des sommets B, B', 
B", . . . , et ainsi de suite, le polygone abcd. . . aura ses côtés paral- 
lèles à ceux des premiers polygones, et son périmètre sera égal à 
la moyenne arithmétique des périmètres des polygones proposés. 

Se démontrera d*abord pour deux polygones, puis pour trois, et 
ainsi de suite, au moyen du théorème 12. 

14. Soient C, C, G*,.-- plusieurs courbes, A, A', A*,... des points 
appartenant respectivement à ces courbes et tels, que les tangentes 
en cespomts soient parallèles. Soit« le centre de gravité des points 
A, A', A", . . . considérés comme des points matériels de poids 
égaux. Si les points A, A',. . . se meuvent sur leurs courbes respec- 
tives en remplissant toujours les conditions précédentes, Varc de 
courbe décrit par le point a sera égal a la moyenne arithmétique 
des arcs décrits par les points A, A', ... , en prenant avec le même 
signe les arcs décrits dans le même sens, 

15. Étant donné un arc AB, le transformer en un arc d^ espèce 
différente et de même longueur. 

Soient OA et OB les normales menées aux extrémités de l'arc AB. 
Soit A'B' ce que devient AB quand on fait tourner la figure autour 
de la bissectrice OC de Tangle AOB. En appliquant le théorème 14, 
on aura une courbe ab égale à la demi-somme des arcs AB et A'B', 
et par conséquent égale à chacun de ces arcs. 

La courbe ab est symétrique par rapport à OC. En doublant les 
dimensions d'une de ses moitiés sans changer sa forme, on aura une 
courbe a'c' de même longueur que AB, mais dont les normales 
extrêmes feront un angle égal à la moitié de l'angle AOB. 

En opérant sur a'c' comme sur AB et répétant indéfiniment cette 
suite d'opérations, on transformera l'arc primitif en arcs de même 
longueur dont les normales extrêmes feront un angle de plus en plus 
petit et qui, par conséquent, différeront de moins en moins d'une 
ligne droite. 

16. Dans la transformation précédente, on a changé un arc AB 
en un autre arc de même ouverture ou d'une ouverture moitié 
moindre, c'est-à-dire dans lequel les normales extrêmes faisaient le 
même angle ou un angle moitié moindre. Soit n l'ouverture d'un 
certain arc AB, posons/? =/(w) : on a 



-X 



''[/(«)+/'(")]''»• 
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On aurait encore 



^ = o^r[f{oL^)-\-f\oif^)'\dt^. 



Soit/?, =/,(w) l'équation de la podaire d'une certaine courbe dont 
Tare serait représenté par la formule précédente : on doit avoir 

La fonction/, est donc donnée par une équation diflFérentielle linéaire 
du second ordre, en général difficile à intégrer. 

COURBES RECTI FIABLES. 

17. Trouver une courbe connaissant sa podaire. 

Si /?=/(&)) est l'équation de la podaire, r le rayon vecteur de la 
courbe cherchée et l'angle de ce rayon vecteur avec l'axe fixe 
auquel la podaire est rapportée, il faudia éliminer &) entre les deux 
équations 

18. *S5f l*on prend f[f^) égal à la dérivée d'une certaine fonction 
F(»), r élimination précédente donnera une équation 

^(r,Ô) = o, 

qui représentera une courbe rectifiable. 

19. On obtiendra encore une courbe rectifiable si l'on trouve une 
fonction M. de x telle, que l'on puisse trouver en termes finis les 
intégrales 

Il suffira de poser 

En prenant M de la forme M = at", on aura une courbe algé- 
brique. Si M est une fraction algébrique rationnelle, la rectification 
de la courbe dépendra généralement des arcs de cercle et des loga- 
rithmes. 
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NOTE VI. 



SUR LA RADCGTION DES SOMMES AUX INTÉGRALES, 
par M. PROQBET. 



Formule fondamentale. — Application de cette formule aux fonctions en- 
tières, — aux fonctions fractionnaires, — aux fonctions transcendantes. 
— Théorèmes à démontrer. 



FORMULE FONDAMENTALE. 

i. Soient/(a:) une fonction quelconque et n un nombre entier posi- 
tif. Proposons-nous de trouver une fonction <p(/2) telle, que Ton ait 

(i) ç(«) ^f[x) -h/la; -h h) -^f{x-hih) -f-. . .4-/[ar-f-(«-i)//]. 

Posons 

(a) ^;(/0=/'(^)+-/'(^4-A)-f-/'(x-4-a^)-+-...-}-/'[^ + (/î-i)^]. 

Il en résultera 

(3) tf(n H-i) - ?(«) =/(^ -H nh), 

(4) ^[n-i-i)-^^(n)=f\x-^h/i), 

La fonction <p doit satisfaire à l'équation (3) pour des valeurs en- 
tières de n ; mais il est clair que cette condition sera remplie à plus 
forte raison, si l'on obtient une fonction ^ telle, que l'équation (3) 
soit satisfaite pour toutes les valeurs que Ton mettrait à la place de /i. 
Alors l'équation (3) est identique. On pourra donc prendre les déri- 
vées des deux membres par rapport à «, et l'on aura 

(5) ^'(n + i)-^'{n) = hf{x + nh), 
et, en comparant avec l'équation (4), 

(6) ?'(/»+!) - f'{ri) = /,,{;(« H- I) _/^^|>(rt). 

Si maintenant nous changeons successivement « en « -|- 1 , « -{- a , . . . , 
«-t-^, nous aurons, en ajoutant les résultats, 
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ou bien 

(7) ^'(n)--h^{n)==<f'(n-hA)-/i^(n-^A). 

Le premier membre de cette égalité est indépendant de A-; donc il 
doit en être de même du second : mais ce dernier est une fonction 
de n-i-Ay et il ne peut pas être indépendant de k sans l'être de n. 
Donc régalité (7) sera satisfaite si l'on pose 

(8) r^'(n)^h^(n)=c, 

c désignant une constante, c'est-à-dire un nombre indépendant de n. 
En désignant (p(/2) par S/(a?) et -^[n] par S/'(ar), on aura 

et en intégrant, 

(I) Sf{x)==hfsf(x)dn^cn, 

formule qui fait dépendre la sommation de la fonction /(or) de la 
sommation de sa dérivée. On n'ajoute pas de nouvelle constante , 
parce que S/(:f) doit être nulle pour 71 = 0. 

APPLICATION AUX FONCTIONS ENTIÈRES. 

2. Supposons que f{x) soit une fonction entière du degré m\ 
alors /'"(j:) est une constante A, et l'on a tout d'abord 

S/-(ar) = A/i, 

d'où Ton tire successivement, en appliquant la formule (I), 

o /•.„ 1/ X khn^ ^ B, n 

• •••••••••• •• «.....••.•..»., 

et enûn 



i.a.3.. .m(w + i) I.2.3.../72 



i.2.3...(;w — i) 



B„ Bj,. . ., B^ sont des constantes dont les valeurs se détermineront 
successivement, à chaque intégration, en faisant /z = i. 
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3. On trouvera très-facilement par ce moyen les sommes des puis- 
sances des n premiers nombres. En désignant ces sommes par S,, 
S, , Sj , . . . , on aura , en général , 



on a d'abord 
et en intégrant, 



S« = /i, 



S,= ~ + r/,. 



Pour déterminer c, on fera /i = i, ce qui réduit le premier membre 
à I : on aura donc i = - 4- c, d'où c = - j et 

s. = ^-+2. 

^ 2 2 

On aura de la même manière 



T + ^'' = T + T 



n 
6' 



et ainsi de suite. 

On voit que la formule (II) présente un grand avantage sur la for- 
mule du n" 743 qui fait dépendre chaque somme de toutes les sommes 
d'un indice moindre. En partant de la valeur de S^, donnée au nu- 
méro cité , on trouvera facilement 

* q 2 12 12 



S« = -r + 



T"*" a""" 6* 



42 



7/?* yn* 



'8 2 12 24 

/?» «• 2/2' 7/2^ 

* 9 2 3 i5 



Se = 



9 

10 



2 



3^ 
4 



10 



12 
2/2* 
"9" 
^* 

2 



3o' 

3/2* 



c «"_^/?'* 5/2^^ . , n' 5/2 



s.. = . 



II/2* 



11/2" 



11/2' 



5/2' 



12 
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VOTE VI. 
APPLICATION AUX PONCTIONS FBACTIONNAIRES. 

4. Posons 
On a trouvé (741) 

On aura donc 

De là résulte 

^^ = S/'(x) + ^. 

Pour déterminer la constante, faisons /z = i : le premier membre se 

réduit à 7 et Sf'{x) à — 7; donc c = i, et, par suite, 
4 4 

I __ 3 5 2/24-1 



ou bien 



_3_ _5_ a /t+i _ T 



APPUCATION AUX FONCTIONS TRANSCENDANTES. 

5. Soient 

7 = S/(j:) = i-h tf + ^ + ^ + . . .4- ^"-^ 
la formule (I) donnera, en remarquant que/'(j:) = e' =Xi 

équation dont Tintégrale est 

jr =r- c'e" — c. 

Sturm. — ^/i.. II. 25 
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Les constantes se déterminent en faisant « = o, /i = i , ce qui donne 

o = c' — c, 
i =z c'e — c; 

d'où Ton tire c = c'— ? et, par conséquent, 



e — I 
formule connue. 

6. Comme dernière application , nous allons faire voir comment 
on peut, par le moyen de la formule (I), ramener à une question 
de calcul intégral ordinaire la sommation d'une classe très-étendue 
de fonctions transcendantes. 

1° Soient 

u' étant la dérivée de u. La formule (1) donne immédiatement 
dr 

équation différentielle du premier ordre qui ramène Suô^ à Su'e^* 
Si donc u est une fonction algébrique et entière de J7, alors jr dé- 
pendra, en dernière analyse, d'une équation de la forme 

dz 

^ = «^ + c, 

qui s'intègre immédiatement. 
2** Soient 

jr = SusmbXf z =Su cosbx, 

y^ = ^u'&mbxj Zj = S«'cos^:c; 
on aura, en diflérentiant deux fois de suite, 

Cette seconde équation, linéaire et du second ordre, ramène donc 
Sasinôj? à Sw'sin^^ et à Stt'cos^or. On pourra donc trouver 
Su sin^x, par une suite de semblables réductions, quand u sera une 
fonction de x algébrique et entière. 
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3* Soient 

y — ^uef" sinôx, z = ^iiè^ cosbx, 

j\ — S u'ef" sin hx^ Zj = S m V cos hx ; 
on aura 

g=/.+ô(3. + ^r+«2 + cJ + ^J, 

rélimination de z entre ces deux équations donnera une équation du 
second ordre et fera dépendre ^ de jr, et dez,. IJ sera donc possible 
d'obtenir les intégrales demandées quand u sera une fonction algé- 
brique et entière. 

Si maintenant on se rappelle que les puissances de sin^o? et de 
cos^^ peuvent s'exprimer en sommes de sinus ou de cosinus des 
multiples de hx^ on conclura des trois cas que nous venons d'exa- 
miner la possibilité d'obtenir 

S/(j:, sinôx, cos^^, ^}, 

lorsque la fonction / sera algébrique et entière. 

THÉORÈMES A DÉMONTRER. 

7. Si m est un nombre impair y on aura 

S„ = «=(«+i)'?[«(/« + i)], 
ç désignant une fonction entière, 

8. Si m est un nombre pair y on aura 

S„ = /i(/ï + i)(2/z4-i)?[«(/H-i)], 
^ désignant une fonction entière. 

9. Soient s^ la somme des m"""'* puisscmces des nombres entiers 
premiers à V entier n et inférieurs à ce nombre , c la constante qui 
entre dans lajormule (H), P(/) V expression 

(,_«<)(,_ 6.)... (,_/<), 

û, ^,. . . , / étant les facteurs premiers de n\ on aura 



--"'£ 



n 
^i/i-i'^"^-<^P('2 — l) X /ï. 



On conclut de là que, pour obtenir s^, il suffit de multiplier les 

25. 
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termes du développement de S„ , ordonné par rapport aux puissances I 

décroissantes de n, respectivement parP(— »), P(o), P(i), — On j 

a ainsi, en observant que P(o] = o, 

*.= «P(-i), 

.. = ^P(-,), 

*,= jP(-i) + JP(i), 

'. = jP(-i) + ^P(>), 

et ainsi de suite. ( Voir pour cette dernière question un article de i 

M. Thacker dans le Journal de CreUe, t. XL, ou les Nouvelles 
Annales de Mathématiques, i^ série, t. X, p. 3a4.) 



Digitized by 



Google 



r 



TABLE 

DES DÉFINITIONS, DES PROPOSITIONS ET DES 
FORMULES PRINCIPALES 



DAIiS LE SECOND VOLUME DU COURS D'ANALYSE. 



TRENTE-SEPTIEME LEÇON. 

DIFF£RENTIàTION et intégration sous le SIGNE. — DÉTERMI- 
NATION DES INTÉGRALES DÉFINIES. 

448 à 4S0. DiFFÉRENTIATION d'uNE INTÉGHALB DÉFINIE PAB RAP- 
PORT A SES LIMITES. 

du = -'f{u)da-hf(b)db. 

451 et 45â. DiFFÉRENTUTION d'une INTÉGRALE DÉFINIE PAR 
RAPPORT A UN PARAMÉETRE VARIABLE. 

«5 



a= / f(x,t)dx. 



Suivant que les limites aet b sont indépendantes de /, oa dépen- 
dent de t, on a 

di Ja dt 
OU 

du==---f{a,t)da+f{b,t)db-hdtf ^dx. 

453. Interprétation géométrique. 

454. DiFFÉRENTUTION d'uNB INTÉGRALE INDÉFINIE PAR RAPPORT 
A UN PARAMETRE VARIABLE. 
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4î;3 et 4S6. IntégratiOxX sous le signe. 



a Je 9/c Ja 



457 et 458. Détermination de l'lntégrale / sin" xcùr. 
• a 

Soit n pair : nous aurons 



ii„ = / siii 

Jq 



_7ri35 /? — I 
_2 4 6 /z 



459. Formule de Walus. 



7r_^ a a 4 4 6 
2~7'3*3*5*5" 



TRENTE-HUITIEME LEÇON, 
suite de la détermination des intégrales définies. 

460. Intégrales eulériennes de seconde espèce. — On donne 
le nom à' intégrale eulérienne de seconde espèce à l'intégrale définie 



r(/i)= Ç"^ x^-'e-'dx. 



On doit supposer n positif. 

461. On a 

r(« + i) =nT[n), 

462. Pour n entier et positif 

T[n) =i.2.3...(/i — i). 

463. Ou a 



Digitized by 



Google 
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464 à 466. Intégrales qui se déduisent d*une intégrale connue 
par la différentiation sous le signe. 

467. Intégrales déduites d*autre3 intégrales au moyen de 
l'intégration sous le signe. 



I COSOXdx = - 1 -r- 

Jo «^ ^ c^- 

Jo ^ 



468. 



- flte = 1 - . 
c 



469. 



/ ^wibxdx = arc tangr — aie tangr^ 



/o 
470. On a 



a; 2 



pourvu que 6 soit > o. Si Ton avait 6 <o, le second membre* 
serait • 

2 

47i. Emploi de considérations géométriques pour la déter- 
mination de certaines intégrales définies. 

o a 

472. 

J/»00 /»00 /»00/»2 

dy / /(x, y)dx=^ \ f /{rcosÔ, rsinO ) rdB dn 
o «/o */0 e/0 

473. 

Xer'^'dx = v/^. 
- oo 

474. Si/(j?) =/(— ar), on aura 

f(x)dx=^ f[x)dx. 

- 00 */0 

Si/(-- x) — —f{x), on aura 

Xoo 
/(or) r/x = o. 
- 00 
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475. 

476. Emploi des imaginaires. 

Jo 
En posant a = «v^^, 

o ^ 

477. Lytégralb obtenue a l'aide d'one équation diffékbn- 
tielle. 



o a 



TRENTE-NEUVIÈME LEÇON. 

SUITE des intégrales DÉFINIES. — INTÉGRALES EULÉRIENNES. 

478. MÉTHODE DE CaUCHY. — FORMULE FONDAMENTALE. — Soient 

z une variable imaginaire, r son module et p son argument, en sorte 
qu'on ait 

z = r{cosp H- v^^sin/?) = /w'*^"' . 

Soit/(z) une fonction de z qui reste finie et continue^ ainsi que sa 
dérivée, pour toute valeur de z dont le module r est inférieur à une 
certaine limite R. Supposons, en outre, qu'en laissant le module 
constant et en faisant croître Tangle p d'une manière continue depuis 
une valeur quelconque a jusqu'à la valeur a + 27r, la fonction re- 
prenne, pour /? = a -f- 27r, la valeur qu'elle avait pour p = ce. 
On a la formule 

pour tout module r moindre que R. 

/»a + air 

479. La valeur do / f(^)^P ^st indépendante du mo- 
dule r. 
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(H) M^±^£''f[reP^^)dp. 

48i. 
(ni) ^^''^ = iij^ î{^ + reP^-^)dp. 



480. 



482 à 485. APPLICATIONS des formules précédentes. 

486 et 487. Développement des fonctions. — Une fonction F (x) 
d*une variable a:, réelle ou imaginaire, peut être développée en 
série convergente suivant les puissances entières et positives de x, 
tant que le modide de x est moindre que celui pour lequel la fonc^ 
tion ou sa dérivée première devient infinie ou discontinue, 

488. Des intégrales eulériennes. — Définition. — Propriétés 
DE l'intégrale de PREMIÈRE ESPÈCE. — Oq nomme intégrale eulé- 
rienne de première espèce et Ton représente par B(/7, 7)rintégrale 



X 



I 

af-'[\'-xY-'dx, 
o 



dans laquelle peiq désignent des nombres positifs. L'intégrale pré- 
cédente aurait une valeur infinie si p on q était négatif. 

489. L'intégrale de première espèce peut se mettre sous Tune des 
deux formes 

J/»QO yP'^ dr r'^ 



490. 
491. 



B(a' + i,<7) = j;^B(/>,î), 
B(/',? + i) = ^^B(;>,y). 

492. Relations zirns les intéghales de PBEmàRB et de se- 
conde ESPÈCE. 

493. 
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394 TABLE ANALYTIQUE 

491 et 495. Intégrales multiples qui s'expriment a l'aide des 

FONCTIONS r. 

496 et 497. Applications a la recherche des volumes et des 
centres de gravité. 



QUARANTIÈME LEÇON. 

intégration des différentielles totales et des équations 
différentielles. 

498. Condition d*intégrabilité des fonctions de deux va- 
riables. — Intégrer une expression différentielle de la forme 
M^ H- N^r, c'est chercher une fonction de x, j-, dont cette expres- 
sion soit la différentielle totale. 

Si Ton désigne par Udx + Nc^la différentielle totale d'une fonc« 
tion u, on aura 

dM ^rŒ 
dy ~ (Le 

L'expression M^ + N^Tr ne pourra être intégrée si cette relation 
n'a pas lieu. 

499. Si cette condition est remplie, on aura, en posant p =:/M<2r^ 

«=/M.x+/(N-J)^r. 

500. Extension au cas de plusieurs variables. — Soit 

^dx-^^dy-^Vdz^du : 



on aura 












^M r/N 


dU d? 


d^ 


d? 




Ty--di' 


dz ^ dx' 


Ih'- 


= ^' 



conditions nécessaires pour que la formule proposée soit intégratle» 

501. Réciproquement, si ces conditions sont remplies, la formule 
proposée est intégrable. 

En posant p = fUdx, et cp étant une fonction de /et de z telle, 
que 

on aura 
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502. En général — est le nombre des conditions néces- 
saires et suffisantes pour Fintégrabilité d'une formule, n étant le 
nombre des variables. 

503. Équations différentielles. — Définitions. — On nomme 
équation différentielle du n^"'* ordre une relation entre une variable, 
une fonction de cette variable et les dérivées ou différentielles de 
divers ordres de cette fonction jusqu'au «^'"" ordre inclusivement. 

504 et 505. Intégration des équations dit premier ordre. -— 
SÉPARATION des variarles. — L'intégratiou s'effectue immédiate- 
ment quand il est possible de mettre Téquation sous la forme 

^(x)dx = '^[x)dx\ 
on aura 

Jfi[jc)dx=J^[r)dx-^ç:. 

506 et 507. Équations homogènes. — L'équation 
lAdûc -{-"^dy =i o 

est /2o/7?og-<?/itf quand Met N sont des fonctions homogènes et du même 
degré des variables x et j*. On a, dans ce cas, m étant le degré de 
l'homogénéité; 

L'intégrale est 

508 à 510. Équations que l'on peut rendre homogènes. 



QUARANTE ET UNIEME LEÇON. 
suite de l'intégration des équations du premier ordre. 
511 et 512. Équations linéaires. 



y.^^S^d.f rQeS""da:-hC\' 
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51 3 et 514. Équations qui se ramènent aux équations linéaires. 

1 4-Pr =Qr-. 

Si Ton pose "^^ = z, on aura l'équation linéaire 



g4-(i~«)P. = Q 



et 



515. On peut obtenir l'intégrale générale de l'équation 

quand on en connaît une intégrale particulière. 

516. Problème de de Beaune. — Trouver une courbe telle, que 
la sous'ta/igente soit à l'ordonnée comme une ligne constante est à 
la différence entre l'ordonnée et r abscisse. 

L'équation différentielle de la courbe est 

dx a 

On trouve pour son intégrale 

517 et 518. Problème des trajectoires. — Trouver une courbe 
qui coupe sous un angle donné toutes les courbes renfermées dans 
réquation 

(i) F(x,^,a)=o, 

a étant un paramètre variable, 

^ ' \dx dx dx) dx df dx' 

L'élimination de a entre les équations (i) et (a) donnera l'équation 
différentielle du lieu. 

519. Quand Tangle donné est droit, les trajectoires sont dites 
orthogonales, et l'équation différentielle résulte de l'élimination de a 
entre les deux équations 
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520. Équation du premier ordre et d'un degré quelconque. 

— Cas ou l'équation ne contient pas explicitement x yiï jr, — 

dr 
Soit, en posant ^ = /?, 

dr 
S'il est possible de résoudre cette équation par rapport à -—• > on 

aura une ou plusieurs équations du premier degré que Ton tâchera 
d'intégrer. 

521. Si l'équation se réduit à 

F(/?) = o, 



on aura 



"Ci-')- 



522 à 524. Équations qui ne renferment pas l'une des va- 
riables. 

525 et 526. Cas ou l'équation peut être résolue par rapport 
A l'une des variables. — Si réquation contient x, y et p^ et 
qu^elle puisse se résoudre par rapport à Tune des variables, jr par 
exemple, en sorte que l'on ait 

on aura 

djr ou pdx=-^dx^ — dp. 

Si l'on peut intégrer cette équation, la relation cherchée s'obtiendra 
en éliminant 7? entre l'équation intégrale et l'équation r = /(^,/?). 

527 à 529. L'équation 

peut être satisfaite : i"^ par 

r=C^4-î(C); 
2® en éliminant p entre 

x-\-^\p) = o et jr=^px+t^[p). 
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QUARANTE-DEUXIÈME LEÇON. 

SUITB DES ÉQUATIONS DU PREMIER ORDRE. 

530. Toute équation différentielle du premier ordre admet 

UNE intégrale. 

531. Il existe un facteur propre a rendre différentielle 

EICACTE LE PREMIER MEMBRE d'unE ÉQUATION DU PREMIER ORDRE. — 

Quand on saura trouver ce facteur v et l'intégrale u de la différen- 
tielle totale p(Mûte4-NfiJr), « = C sera l'intégrale de l'équatior 

532. // existe une infinité de facteurs propres à rendre le pre- 
mier membre de l'équation Mdx -+- Na^ = o une différentielle exacte, 

533. Tout facteur V propre à rendre Mute 4- ^djr une différen- 
tielle exacte est de la forme v(f(u). 

535. Si deux facteurs N et v rendent différentielle exacte Pcx- 
pression Mdv -j- Nrf^*, leur rapport égalé à une constante sera P in- 
tégrale de l'équation 

Mdx-hNdf — o. 

536. DÉTERMINATION DU FACTEUR P. 

537. L'emploi du facteur p redonne les mélhodes précédemment 
exposées : ainsi la séparation des variables dans l'équation 

XYdx-.\-X,Y,df=o, 

où X et X, désignent des fonctions de .r, et Y, Y, des fonctions 

de Xi revient à multiplier l'équation proposée par le facteur ;^ — 

La transformation employée dans l'intégration de Péquation homo- 
gène revient à multiplier le premier membre par 



Ijr + Njr 



Si le premier membre de l'équation homogène est déjà une diffé- 
rentielle exacte, l'intégrale sera 

M.r + Nj = c. 
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QUARANTE-TROISIÈME LEÇON. 

SOLUTIONS SINGULIÈRES DES ÉQUATIONS A DEUX VARIABLES. 

538 à 540. Comment les solutions singulières des équations 
A deux variables se déduisent de l'intégrale générale. 

541 . Solutions singulières déduites du facteur qui rend inté- 
gbable le premier membre de l'équation. — L'équation 

t» = 00 

contient toutes les solutions. 

542 à 546. Exemples de solutions singulières. 

547. Trouver une conrhe telle, que la portion de la tangente TS 
comprise entre les deux axes soit égale à une longueur constante a. 

Cette courbe est répicycloïde obtenue en faisant rouler un cercle 
dans un autre cercle de rayon quadruple. 

548. La solution singulière représente l'enveloppe des courbes 
données par l'intégrale générale. 



QUARANTE-QUATRIEME LEÇON. 

équations différentielles d'un ordre quelconque. 

549 et 550. Toute équation différentielle admet une inté- 
grale. 

551. Toute équation 

Y[x,X.C,c\.,,,C^^-''^r=0, 

qui satisfait à Véquation différentielle donnée et qui renferme m 
constantes arbitraires au moyen desquelles il soit possible de donner, 

(Iy 
pour a: = a , des valeurs arbitraires è, b\.,,y ^C*-') «^^ ^ 5 • • • > 

j^ y est identique à ^intégrale générale. 

552 à 554. Conditions que doit remplir une fonction pour 
être l'intégrale d'une équation du /w*'^ ordre. 

555 et 556. Intégrales des divers ordres d'une équation dif- 
férentielle. — Une équation différentielle de l'ordre m a pour 
intégrale une équation de la forme 

F[x,jr, c, c', c%...,c('"-')] = o. 
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En éliminant, tour à tour, chacune des m constantes c^ c\,..^ 
cC"-»)^ on obtient m équations différentielles du premier ordre dont 
chacune contient seulement m — i constantes. Ces équations sont 
dites des intégrales de l'ordre m — i. 

En éliminant successivement deux des m constantes on aura 

— équations différentielles du deuxième ordre contenant 

chacune /w — a constantes, et qu'on nomme intégrales de l'ordre 
m — a. 

î(57. On pourra de même parvenir à des intégrales de l'ordre 
m — 3, de Tordre /w — 4, etc. Si Ton élimine toutes les constantes 
moins une , on aura m équations différentielles de Tordre m — i 
qui seront des intégrales du premier ordre* 

£(58. Les intégrales du premier ordre, résolues par rapport aux 
constantes, donnent m équations de la forme 

on aura 
du . du . . du j, , du >._ . .„ o-i 

Cette équation doit être identique. 

d^r 

559. Intégration de l'équation ^~ = p. — Si Ton désigne par 

/ vdaf" Tintégrale \dx I dx. .. 1 vdx qui résulte de n intégrations 
successives par rapport à x^ on aura 

560. L'intégrale multiple qui entre dans la valeur de x P^ut s'ex- 
primer par la formule 

/çda^=z î- : hc"-* \vdx--{n — i)j^^ Ivxdx 

661. Posons ç=f{x), nous aurons 
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QUARANTE-CINQUIÈME LEÇON. 

INTÉGRATION DE QUELQUES ÉQUATIONS d'uN ORDRE SUPÉRIEUR. 
563. ÉQUATIONS DE LA FORME /( ^i^J\ > "S^ ) ~ °' ■" ^^^' 

d'abord réquation 

dx" ^ \dx) 
En posant -j-^p^ on aura 






+-^. 



cir-f-c'. 



564. Si Ton ne peut tirer /> en fonction de a?, on aura 



■=/^,-'- 





565. Exemple. Trouver la courbe dont le rayon de courbure est 
constant et égal à a. Cercle. 

566. Si Ton a l'équation 
d""-'y 



en posant 



on a 



d'où 



y= U (x) dâf-* + c'ar^'4- c';s^ »+. . .+c(— '). 
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Si p ne peut pas s'exprimer en x, on aura 
rf"-'.y _ d"-'y 









et ainsi de suite. 



561. Equations db la fobhe /( jjM-t ' "^ \ = o. — Soit 



^=/Cr)-Onaura 






x=c-- ■ '' 



568. Exemples. 

^ = A. sin/îx -h B cos/M?. 



-^-;,»^=0 



569. Pour ramener au cas précédent (567) les équations de la 
fçrme 



il sufi&t de poser -^-^=1 = f'- 



570. Équations qui peuvent s'abaisser a un ordre inférieur. 

En posant ^^ = /?, on la réduit à 

g( dp d'"-'^p\ 

lui n*est que de Tordre m — n. 

571. 

./ dy dW d'"Y\ 
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On peut abaisser l'ordre d'une unité en prenant y pour variable in- 

dr 
dépendante et faisant ^ = /?. 

572 à 574. Appugations géométriques. 

575. Équations homogènes. — Équation différentielle homogène 
par rapport à j et à ses dérivées : 



J dr d'"r\ 



n le degré de Thomogénéité. 
Faisant 

on aura Uiie équation différentielle de l'ordre m—i, 

576. Exemple. 

d^r 1 dx T __ . 

flte* "^ 07 S ~ jê ~ ® • 

a? 

577. Toute équation 

./" dr d^Y d^'rX 

homogène par rapport aux indices des différentielles , si Ton pose 
-^ = /7, deviendra homogène par rapport à /?, ^^ 77^'*"' 

Exemple. 






QUARANTE-SIXIEME LEÇON. 

INTÉGRATION DES ÉQUATIONS LINÉAIRES SANS SECOND MEMBRE. 

578. DÉFINITION. —Équations linéaires, équations dans lesquelles 
la fonction cherchée et ses dérivées n'entrent qu'au premier degré 

26. 
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et ne sont pas multipliées entre elles. Leur forme générale est 

P, Q, . . . , T, U, V désignant des fonctions de x, 

579. PROPRiérés des équations unéaires privées de second 

MEMBRE. 

Si des fonctions particulières y\^ /a»—» Xi satisfont à cette équa- 
tion, la somme de ces fonctions, et même la somme des produits 
de ces fonctions par des constantes quelconques c,, Cj,..., c^^ y sa- 
tisfera également» 

580. «Si* l'on connaît m solutions particulières de l'équation (II), 
on aura l'intégrale générale en posant 

y = ^ir. + ^^r. +. . .4- c,„ j,„, 

pourvu que l'on puisse déterminer les constantes de manière à don- 

dr r/'^"' r 

ner ^ /» -^' ' ' ' » wv^ ^^ valeurs arbitraires pour une valeur 

quelconque de x, 

581. L'équation linéaire, en posant 7= ^•"", prend la forme 

Quand une valeur « = r, indépendante de x, annule le polynôme 

réquation (II) est satisfaite par 7= ce^'. 

582. Équations linéaires a coefficients constants. — L'équa- 
tion /(m) = o n'admet que des racines constantes /*,, r^, . . ., r^. En 
les supposant toutes différentes, l'intégrale générale sera 

583 et 584. Cas des racines imaginaires inégales. — Lorsque 
l'équation 

f{r] = r'« -+- P/-"*-* 4-. . .-h Tr-f- U = o 
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a des racines imaginaires, 

r, = a + 6/^, r2 = a — gy/Crj", 
on a 

c, e^'i'-h c^e^2' = (AcosSj: -f- Bsinê^r) ^«'. 

585 à 591. Cas des racines égales. — Lorsque Téquation 

a des racines égales, supposons r^ = r^^ on aura 

Quand trois racines sont égales, 

^ = e*"! ' (c -h c'-r -h c V) H- c^ ^^^ + . . .4- c„ <?'^'«'. 

Si la racine r, était quadruple, il faudrait remplacer les termes 
qui s*y rapportent par 



QUARANTE-SEPTIÈME LEÇON. 
intégration de l'équation linéaire complète. 

592. RÉDUCTION DE L*ÉQUATION COMPLÈTE A L'ÉQUATION PRIVÉE 
DE SECOND MEMRRE. ~ Soît 



Posons 



'=£''''' 



z étant une fonction de ^ et de a tellement choisie, que z, -j- j 

Zr^ > • • • ) tw-a soient nulles pour a = x, et que Ton ait pour cette 
même valeur 



Digitized by 



Google 



4o6 TABLE ANALYTIQUE 

En posant / = a 4- ï', l'équation (I) se réduit à 

Et, si Ton peut intégrer généralement cette équation, u + p sera 
rintégrale de Téquation (I). 

593. Cas ou les coefficients de l*équation (C) sont con- 
stants. — En désignant par r,, r,, r^^ -.^r^ les racines de Téqua- 
tion 

f(r) = r"» 4- Pr»'-' +-. . .-i- T/-4- U = o, 
on aura 

'Uh- rV'^.»F(a)^a| 






7VT" 

Ce-. 

TJrJ 



e'Ac^ + Ç''e"^''Y[ai)do:\ 



7TÔ '" 



594 à 600. Cas ou l*on connaît un certain nombre d'intégrales 
DE l'équation privée DU SECOND MEMBRE. — Si Von Connaît n in- 
tégrales distinctes de Véquation linéaire privée de second membre^ 
on pourra ramener l*équatiou complète à une équation linéaire du 
(m — /i )''*'»« ordre. 

On pourra donc abaisser Tordre de Téquation (I) d'autant d'unilés 
qu'on connaîtra de solutions particulières de Téquation (II), et l'in- 
tégrale générale de l'équation (I) sera de la forme 

\ étant une solution quelconque de l'équation (I). 
L'équation linéaire n'admet pas de solution singulière. 

601 à 607. De quelques cas ou l'on peut intégrer l'équatioii 

linéaire a second MEMBRE. 

608. Propriétés de l'équation du second ordre. — Quand on 
connaît une intégrale particulière x^ de l'équation 
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dr 
609. La fonction y et sa dérivée —• ne peuvent pas être nalles 

en môme temps. La même propriété appartient aux fonctions /, 

dx 

Deux valeurs de x qui annulent j^ comprennent une valeur de x 
|ui annule^. 



QUARANTE-HUITIÈME LEÇON. 

RfiSOLUTION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES PAR LES SÉRIES. 
610. DÉVELOPPEMENT PAR LA SÉRIE DE HACLAURIN. — Quand 

certaines dérivées deviennent infinies pour x = o, la série tombe 
en défaut, à moins qu'on n'attribue des valeurs convenables à 
d'autres dérivées qui ne sont plus arbitraires. Dans ce cas, la série 
contenant moins de m constantes arbitraires ne représente plus 
rintégrale générale, mais seulement une intégrale particulière. 
Exemple : 

d^y dy , 

611 et 612. MÉTHODE des coefficients INDÉTERMINÉS. 

613. Autre forme de développement. — L'équation linéaire du 
second ordre 

peut toujours se ramener à une équation à deux termes 

R étant une fonction connue de x. 

614 et 615. En posant r = A 4- Blx — a), on a 

f dx\ Yitdx-\-\ dx f B,dx I dx f Rf^/jr-f-..., 

suite indéfinie dont chaque terme se déduit du précédent en le 
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4o8 TABLE ÀNÀLTTIQDE 

multipliant par Rd[r', et en intégrant par rapport à x deux fois 
entre les limites a et x. Cette suite est convergente quand la fonc- 
tion R ne devient pas infinie dans l'intervalle où Ton fait varier x. 

d'^z 
On traitera de la même manière l'équation ^^ = Rz, et Ton 

aura une série où chaque terme s'obtiendra en multipliant le pré- 
cédent par Ys.daf* et intégrant m fois. 

617. Application : équation du second ordre 





dx" ~ 


a.afz^ 


à laquelle se 


réduit réquation dite de Riccati 






*= ajc", 


en posant 


y = 


\dz_ 

z dx 



618 à 621. Intégration d'une équation différentielle a l'aide 
d'intégrales définies. 

d^r , m dr , , , 

r^ = A / COS ( Ar v/â COS a ) sin"'~' ad a, 

y^ = AV"*" / COS {/ix y/âcosa ) sin*-'"ac?a. 



QUARANTE-NEUVIÈME LEÇON. 

équations différentielles simultanées. 

622. Élimination d'une variarle entre deux équations diffé- 
rentielles. « 

p/ dr d'^r dz d^z\ 

_/ dy d'y dz dU\ 
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DES MATIÈRES. 4^9 

On difiTérentiera n fois la première équation, et m fois la seconde ; 
on aura ainsi m + /z + 2 équations entre lesquelles il sera possible 
d'éliminerparles moyens ordinaires deTalgèbrelesw -t- n H-i incon- 

nues /, -~-î -jfjî • • • 5 fjj^n^ù ' L'équation finale sera, en général, 

d'un ordre égal au plus grand des deux nombres n-^-p^m-^q. 

623. Plus généralement, si Ton avait r équations différentielles 
contenant une variable indépendante x et r fonctions/, z, a, . . . de 
cette variable, on éliminerait/ entre ces r équations, ce qui donne- 
rait r — I équations entre z, if, .... On éliminerait ensuite z entre 
ces /• — I équations, et ainsi de suite. On arriverait ainsi à une 
équation différentielle ne renfermant plus qu'une seule des fonctions 
inconnues. 

624 et 625. Systèmes d'équations du premier ordre équiva- 
lents \ UNE ou plusieurs ÉQUATIONS D'UN ORDRE QUELCONQUE. 

626. Théorèmes sur les intégrales des équations simulta- 
nées DU premier ordre. — Trois équations différentielles simulta- 
nées et du premier ordre peuvent être remplacées par des équations 
de la forme 

dx _ dx __^^ _^^ 
T~ "Q ~ tt "" Y* 

Les équations intégrales doivent contenir trois constantes arbi- 
traires. 

627. m équations du premier ordre entre iw + i variables y et qui 
peuvent être mises sous la forme 

dx dy dz 

admettent toujours m intégrales contenant m constantes arbitraires, 

628. Quand on ne peut pas résoudre le système proposé par rap- 
port à toutes les dérivées, il existe entre les variables un certain 
nombre de relations algébriques au moyen desquelles on peut faire 
disparaître les dérivées dont le système n'a pu fournir les valeurs. 
Dans ce cas, le nombre des constantes n'est plus égal au nombre 
des fonctions. 

629. Intégration des équations simultanées du premier ordre. 
— Soit 

dx ^ df ^ dz ^ du 

"F "" "Q "" R ~ T 
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un système d'équations simultanées. Les équations intégrales peu- 
vent être remplacées par le système 

a = c, 6 = c', 7 =: c". 

On peut donc trouver trois fonctions dex,j^,z, u qui conservent 
des valeurs constantes quand on y fait varier simultanément toutes 
les variables. 
On aura les trois équations identiques : 

dx ^ dy dz du 

€ix ^ dy dz du 

630. Réciproquement, si Von trouve une fonction 9 des variables 
^9 Xy ^9 M> sans constante arbitraire, telle, que l'on ait identi- 
quement 

,dB . ^dB . ^dB . ^r dB 



Inéquation 



P — H-Q:7- + R-r+V — =0, 

dx ^ dy dz du 



sera une intégrale des équations simultanées 

dx _ dy _^ dz ^ du 
"F ■" "y ^ H" ~" ~V ' 
L*équation 

est aussi une intégrale des équations proposées. 

632. Toute fonction B dex^y^z^u qui satisfait à l'équation 

dx ^ dy dz au 

doit se réduire à une fonction de a, 6, y. 



aNQUANTIÈME LEÇON. 

SUITE DES fiQOATIONS SIMULTANÉES. 

633 et 634. Cas de deux équations, méthode de d'âlembert. 
635 et 636. Intégeation de trois équations linéaires. 
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DES MÀTlIlRES. 4^1 

637 et 6«38. AuraE méthode. — On ramène le cas général au cas 
des équations privées de second membre. 

639 et 640. Méthode de Caught. 

641. Remarque sur les équations simultanées. — Soient 

^(^iX^fy 2, 2')= G 

deux équations simultanées du premier ordre, dans lesquelles y et 
z' désignent ^ et —• 

Les équations 

di d{ du dî dî d^ _ 

^" ' dfdi'^Tz''^d^'dx~^' 

dF d? du dF dY dp 

dy dy dx dz dz' dx 

auront pour intégrales générales 

A et B désignant deux constantes arbitraires. 



QNQUANTE ET UNIÈME LEÇON. 

INTÉGRATION DES ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENTIELLES PARTIELLES. 

64^. ÉQUATIONS QUI SE RAMÈNENT AUX ÉQUATIONS DIFFÉREN- 
TIELLES ORDINAIRES. — Le problème qui fait l'objet du calcul inverse 
des différences ou des différentielles partielles consiste à chercher 
une fonction connaissant une relation entre cette fonction, les va- 
riables dont elle dépend, et une ou plusieurs dérivées partielles 
de cette fonction, prises par rapport à ces variables. 

643. Quand les dérivées partielles ne sont relatives qu'à une seule 
variable, il faut opérer comme si Ton avait une équation différen- 
tielle ordinaire, mais après Tintégration remplacer les constantes 
arbitraires par des fonctions arbitraires des autres variables indé- 
pendantes. 
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644. Ce procédé peut quelquefois s'étendre à des équations ou 
entrent des dérivées partielles relatives à deux variables. Exemple: 

d^u du 

dxdx dx 

En posant ^ = /?, on a 

645 à 647. Élimination des fonctions arbitraires. — Soient 

deux fonctions déterminées des variables x, y^ Zj et une relation 

arbitraire 

6 = (p(a). 

Posons 

dz dz 

nous obtiendrons une équation de la forme 

P, Q, V étant des fonctions de x, y^ z. 

648. Soient maintenant trois fonctions de quatre variables ^âr,/,^ 
et u, savoir : 

et, f désignant une fonction arbitraire, supposons que Ton ait 
Téquation 

?(«, S, 7) = o. 
Posons 

du ^ du ^ du _ 

nous aurons une équation de la forme 

P/?-hQ^-I-R/-= V. 

649. Plus généralement toute équation 

g>(a, 6,...,^, fA) = o, 

où 7 désigne une fonction arbitraire et a, 6,. . ., X, p des fonctions 
déterminées de /n + 1 variables, conduira^ par le même procédé, à 
une équation linéaire aux différentielles partielles à laquelle devront 
satisfaire les fonctions a, 6, . . . , X, fA, quelle que soit la fonction f . 

650. Exemples. 
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651 et 652. Équations, linéaires et du premier ordre a deux 

VARIABLES INDÉPENDANTES. — Si 

f(^\Xy «) = Cy /, (X,X, Z) = C' 

sont les intégrales du système 

dx _djr ^dz 

et si Von pose 

Vintésrale de Inéquation 

P/> + Q^y = R 
sera 

f désignant une fonction arbitraire. 

654. L'intégrale a = y (S) conviendrait encore aux équations 

655. Exemples. 

656 et 657. Équations qui renferment les dérivées d'une 
FONCTION de trois VARIABLES INDÉP3NDANTES. — Soit proposé d'in- 
tégrer réquation 

Si l'on prend les fonctions inconnues a, 6, y, de telle sorte que 

soient les intégrales du système 

dx __dy _dz _^du 
T" Q'^R - Y' 

y désignant une fonction arbitraire, l'équation a = y(6, 7) sera l'in- 
tégrale de l'équation proposée. 

658. La même intégrale a = y (6, 7) convient aux équations sui- 
vantes : 

dx ^ df du ' 



}. Exemple. 
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CINQUANTE-DEUXIÈME LEÇON. 

APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DES ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENTIELLES 

partielles. 

660. Surfaces cylindriques. 

y — ^3 = $ (x — az)y 

<I> désignant une fonction quelconque, est Téquation la plus géné- 
rale, en quantités finies y des surfaces cylindriques. 

66i. Réciproquement, toute surface dont Téquation a la forme 
précédente est cylindrique. 

662. Équation aux différentielles partielles des surfaces cylin- 
driques : 

û/? H- i»^ = I . 

663. Cette équation exprime que le plan tangent à la surface est 
toujours parallèle aux génératrices. 

664. Intégrer Téquation des surfaces cylindriques, 

ap-^hq ^\, 

Solution : jr— bz= ^[x —- az). 

665 et 666. Conditions qui déterminent la forme particulière de 
la fonction 4>. 

667. Surfaces coniques. — Équation générale, en quantités 
finies, des surfaces coniques : 



r ■ 

z • 



; — c \z— c ] 

668. Équation aux différentielles partielles des surfaces coniques ; 

z — c=^[x^a)p-^(y-'b)q. 

669. Intégrale de Téquation aux différentielles partielles: 

Y — h ^ fx — a\ 

î =0/ ). 

z — c \z — cj 



La fonction arbitraire sera déterminée par la condition que la 
surface conique passe par une courbe donnée ou soit tangente à 
une surface donnée. 

670. Surfaces conoïdes. — On appelle surface conoïde toute 
surface engendrée par une droite qui est toujours parallèle à un 
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plan donné, nommé plan directeur, et assujettie à rencontrer une 
droite et une courbe données. 

Prenons pour plan des xx un plan parallèle au plan directeur, et 
{>our axe des z la directrice rectiligne, on aura 



Hî> 



67i Équation aua: différentielles partielles des surfaces conoïdes : 
px + qxz=o. 

Cette équation exprime q]ue le plan tangent' en un point quelconque 
contient la génératrice correspondante. 

672. Surfaces de révolution. — Les surfaces de révolution sont 
celles que Ton obtient en faisant tourner une certaine courbe autour 



d'une droite fixe. 
Soient 



a b 

c ' -^ c 



les équations de Taxe, on aura 

ax-\'hX'\'Cz^ ^(^^4-j'-t-«*), 
équation générale, en quantités finies, des surfaces de révolution. 

673. Équation aux différentielles partielles : 

[cy — ^z) /? -h (az — ex) q ^ bx — ay, 

674. Cette équation exprime que toutes les normales d*une sur- 
face de révolution rencontrent l'axe. 

675. L'intégrale de l'équation est 

eue -\- by -{- cz =^ *('îP^4-/'-h«')- 

676. Quand l'axe de révolution est l'axe des z, les équations se 

réduisent à 

z = 4>(x'-l-j^), 

py — qx z=Q, 

677. Des lignes de niveau et des ugnes de plus grande pente. 
— Soit une surface 

et supposons le plan des xy horizontal. On appelle lignes de niveau 
les sections faites dans cette surface par des plans horizontaux. Une 
ligne de niveau a pour équation 

dx q 
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Elle exprime que la tangente à la ligne de niveau, en un point H 
de la surface, est parallèle à la trace horizontale du plan tangent 
mené à la surface par ce point. 

678. On appelle ligne de plus grande pente d'une surface une 
courbe qui, en chacun de ses points, a pour tangente celle des tan- 
gentes à la surface, en ce môme point, qui fait le plus grand angle 
avec le plan horizontal. 

Uéquation différentielle 

pdf:= qdx 

représente la projection, sur le plan horizontal, de toutes les courbes 
de plus grande pente. 

C79. Une ligne de plus grande pente coupe à angle droit toutes 
les lignes de niveau, et réciproquement toute courbe qui jouit de 
cette propriété est une ligne de plus grande pente. 

680 et 681. Application à Fellipsoïde. 



CINQUANTE-TROISIÈME LEÇON. 

SUITE DES APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DES ÉQUATIONS AUX 
DIFFÉRENTIELLES PARTIELLES. 

682. Des surfaces développables. — On nomme surfaces deve- 
loppables celles qui étant supposées flexibles et inextensibles peuvent 
s'appliquer sur un plan sans déchirure ni duplicature. 

Toute surface développabie est le lieu des tangentes à une cer- 
taine courbe, nommée arête de rebroussement de la surface. Dans 
le cône, Taréte de rebroussement se réduit à un point, et dans le 
cylindre cette courbe passe à Tinûni. 

683 à 686. Équation du premier ordre qui convient à toutes les 
surfaces développables : 

p='a[q). 

687. Équation aux dérivées partielles et du premier ordre, résul- 
tant de l'élimination précédente. Posons 

d^z _ d'z __ d^z 

dx^"^' dxdy^^' df'"^' 

Équation aux dérivées partielles et du second ofdre des surfaces 
développables : 

f*— rr = 0. 
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QSS et 689. Intégration de l*équation aux différentielles 

PARTIELLES DES SURFACES DÉVELOPPABLES. — L'éqURtiOD 

j'— rt = o 
ne convient qu'aux surfaces développables. 

690. Des surfaces réglées. — On nomme surfaces réglées celles 

qui s'engendrent par le mouvement d'une ligne droite; surface 

gauche, toute surface réglée qui n'est pas développable. 

Soient 

X = az-^ X, 

les équations d'une droite : si a, b, a, 6 sont des fonctions d'une 
même indéterminée 7, en faisant varier 7 d'une manière continue, 
la droite se déplacera successivement dans l'espace et engendrera 
une surface réglée. 

691 . Équation dlfTérentielle du premier ordre, renfermant seule- 
ment deux fonctions de l'indéterminée 7 : 

ap-^bq= I, 

692. En posant r = c, 

c' r "h a c j -h / =0, 

équation du second ordre ne renfermant plus qu'une seule fonction 
arbitraire c. 

693. Posons 

£z_ d^z _ d^z _ d^_ 

djc" - "' df'df " ^' dxdf' ~ "*'» dy"^' 

c^«H-3c*p4-3cm/-H-u = o. 

L'équation aux dérivées partielles et du troisième ordre résultera 
de l'élimination de c entre cette équation et celle du n° 692. 

694 et 695. Équation de la corde vibrante. 



CINQUANTE-QUATRIEME LEÇON. 

courbure des surfaces. 

696 et 697. Courbure d'une ligne située sur une surface 
donnée. — Considérons une certaine courbe passant par un point 
M (x, 7, z ) de la surface. Soient G l'angle que le rayon de courbure R 
Sturm.— >^/î.,n. 27 
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de celte courbe au point M, dirigé suivant la droite MN, fait avec 
la normale MP à la surface au même point, a et 6 les angles que la 
tangente à la courbe considérée fait avec l'axe des x et celui des 7. 

On aura 

j. v /i+/?''-f-y'cos9 

/•COS'a-f- 25 COSa COSê + /COS'S' 

698. Théorème de Meunier. — Le rayon de courbure en un point 
(Vune courbe quelconque tracée sur une surface est égal au produit 
du rayon de courbure de la section normale qui contient la tangente 
à la courbe, multiplié par le cosinus de l'angle que ce plan fait aoec 
le plan osculateur de la courbe, 

699. On peut encore dire : 

Le rayon de courbure d'une section oblique est la projection sur 
le plan de cette courbe du rayon de courbure de la section normale, 

700. Courbure des sections normales. — Prenons le point 
(j?,^, z) pour origine des coordonnées, et pour plan des orjle plan 
tangent à la surface en ce point. En désignant par 7 l'angle que la 
tangente fait avec Taxe des x^ on a 

F 

^ "" rcos^<]>-ha5sin<pcos<p4-/sin^<]> 

On porte la valeur absolue du rayon sur Taxe des z dans le sens des a 
positifs si le dénominateur est positif, et dans le sens opposé si ce 
dénominateur est négatif. 

70i . Sections principales. — Les plans qui déterminent sur la 
surface deux courbes planes à courbure maximum ou minimum 
sont perpendiculaires entre eux. On donne aux sections faites par 
ces plans le nom de sections principales, 

702. Variation de courbure des sections normales. 

703 à 705. 

Deux sections normales également inclinées sur une section prin- 
cipale ont des rayons de courbure égaux et de même signe, 

La somme des courbures de deux sections normales perpendicu* 
laires entre elles est constante. 

Dans le cas où toutes les sections normales en un point ont \i 
même courbure, on dit que ce point est un ombilic, 

706. Détermination des ombilics. — On doit avoir 

1 + /?' _pq _ i-4-y' 

r s t ^ 

ce qui, en y joignant Féquation de la surface, détermine les coor- 
données d'un ombilic. 
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707. Application au paraboloïde elliptique : 






j: = o, ^= =b v/^(a — 6), z = 



a^b 



1 

m 

Il existe deux ombilics situés dans le plan jOz, 



CINQUANTE-CINQUIEME LEÇON. 

suite de la courbure des surfaces. 

708. Sur la surface dont tous les poïnts sopo" des ombilics. 
— La sphère est la seule surface dont tous les points soient des 
ombilics, 

709 et 710. Théorie de l'indicatrice. — Si l'on coupe la surface 
par un plan parallèle au plan tangent et infiniment voisin de ce 
plan^ la section obtenue sera une courbe infiniment petite et du 
deuxième degré, en négligeant des quantités infiniment petites par 
rapport à ses dimensions. 

711. Les rayons de courbure des différentes sections normales 
faites au point sont proportionnels aux carrés des rayons de cette 
courbe, qui est nommée V indicatrice de la surface en ce point. 

712. Quand l'intersection de la surface par un plan parallèle au 
plan tangent, et infiniment voisin, est une hyperbole, l'indicatrice se 
compose de deux hyperboles conjuguées. Le rayon de courbure de 
la surface devient infini et change de signe quand le plan sécant, en 
tournant autour de la normale, vient passer par une asymptote com- 
mune aux deux hyperboles. 

713. Conséquences géométriques. — A toute propriété des dia- 
mètres d'une section conique, correspond une propriété des rayons 
de courbure des sections normales qui passent par les diamètres de 
l'indicatrice. 

714. Quand l'indicatrice est un cercle, le point considéré est un 
ombilic. Cela arrive sur les surfaces du second ordre aux points où 
le plan tangent est parallèle aux sections circulaires. ç 

715. Cas ou l'expression du raton de courbure se présente 

sous UNE forme ILLUSOIRE. 

716. DÉFINITION DES TANGENTES CONJUGUÉES. 

a;. 
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Relation qui doit exister entre les coefficients angulaires de deux 
tangentes conjuguées, quand on prend pour axes la normale et les 
intersections du plan tangent avec les plans principaux : 



mm = • 

t 



717. Deux tangentes conjuguées sont parallèles à deux diamètres 
conjugués de l'indicatrice, 

La somme algébrique des rayons de courbure correspondant à 
deux tangentes conjuguées est constante. 



[(«+? 



^)s-p,tl(^jX 



dx] 



CINQUANTE-SIXIÈME LEÇON. 

SUITE DE LA COURBURE DES SURFACES. 

718 et 719. Lignes de courbure. 

On nomme ligne de courbure le lieu des points d*une surface pour 
lesquels les normales infinimentvoisines se rencontrent consécutive- 
ment. En chaque point d'une surface il passe deux lignes de cour- 
bure représentées par l'équation différentielle 

et par 1 équation de la surface. 

720. Prop;eiiétés des lignes de courbure. 

Les tangentes menées à deux lignes de courbure au point où elles 
se croisent, sont perpendiculaires entre elles. 

Les deux lignes de courbure ont pour tangentes les tangentes aux 
sections principales. 

721 et 722. Soient un point de la surface, Oz la normale, 

OA et OB les deux lignes de 
courbure, 0' et 0* deux 
points infiniment voisins du 
point sur les lignes OÀ 
et OB, les normales O'K et 
O'L rencontreront Oz en 
E et L. OK et OL sont 
les rayons de courbure, au 
point 0, des sections prin- 
cipales zOx, zOy. 

723. Il faut bien so garder de croire que les points de rencontre 
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des normales soient les centres des cercles osculateurs des lignes 
de courbure. Et même les lignes de courbure peuvent être planes 
sans que leurs cercles osculateurs se confondent avec ceux des sec- 
tions principales. Il faut que les lignes de courbure soient les lignes 
de plus courte distance sur la surface. 

724. Calcul des ratons de courbure prlncipaux en un poini 

QUELCONQUE D'uNE SURFACE. 



725. Les normales d'une surface, menées par les différents points 
d'une ligne de courbure, forment une surface développable. Pour en 
avoir Téquation, il faut éliminer x, /, z entre Téquation de la sur- 
face, les équations d'une normale et l'équation qui exprime que le 
point (^,7*, z) est sur la ligne de courbure. 

Cette surface se compose de deux nappes, 

726. Application des théories précédentes au paraboloïdb 
elliptique. 



CINQUANTE-SEPTIÈME LEÇON. 

CALCUL DES DIFFÉRENCES FINIES. — CALCUL INVERSE 
DES DIFFÉRENCES. 

727. Notions préliminaires. — Soient 

une suite de valeurs successives que reçoit une quantité variable. 
Si l'on retranche chacune de ces valeurs de celle qui la suit, on 
obtient ce qu'on appelle les différences premières de ces valeurs, 

a, — w,= Att„, u^ — tl^ = ^u^y.. , a„^, — M„=AM„,...• 
En opérant de la même manière sur la suite des différences pre- 
mières, on obtient une suite de différences secondes^ 

On formera de la même manière des différences troisièmes, qua- 
trièmes, etc. 

728. u, p, z étant des quantités variables, 

A(m+p — z) =AaH-Ap— Az, 
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c'est-à-dire que ia différence d'une somme est égale à la somme 
algébrique des différences de ses parties* 

A(?^4-fl) = Aw, t^au=a^u. 

729 et 730. Expression de A"i£. 

OU, sous une forme symbolique, 

A"M=:(^^— 1)("). 

731. Expression du terme général d'une suite en fonction 
DU premier terme et de ses différences successives. 

K^^ = u-^n^u H A' «-4-, . . -hA"f«, 

et la formule symbolique 

732. Différences des fonctions entières. 

Les différences nfi*^ d^une fonction entière du m^ degré sont 
constantes, lorsque la variable croit par degrés égaux. Les diffé- 
rences suivantes sont nulles. 

733 et 734. Exemples. 

735. Différences de quelques fonctions fractionnaires oo 
transcendantes. — La variable croit par degrés égaux. 

* ""^ x[x->rh) [x-\-7.h)..\x-{-[n — i)A]' 

^^^ :2:^ 

x[x->rh) [x-\-7.h)...[x-[-nh)'* 

^,^^ n{n-h^)à' 

x(X'i'/i).,.(x-\-nh) [x-i- (/2-l-i)^.V 
et ainsi de suite. 

3** A sin(«^-h^) = ^ sin - ah cos(ax + b-\-^\j 

A cos(û^ + 6) = — a sin - ^/^ sin ( rto? + 6 H U 

A*sin (ax + fc) = — 4 sin* — sin {ax -^b-hah), 
et ainsi de suite. 
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736. Calcul inverse des dipféreiNges. — Définitions et nota- 
tions. — Le calcul inverse des différences a pour objet de déter- 
miner une fonction quand on connaît sa différence finie, ou lorsqu'on 
a une relation entre celte fonction, quelques-unes de ses différences 
et la variable indépendante. 

La fonction ¥{x) dont la différence est /(x) se représente par 

\^/(j7) et se nomme l'intégrale aux différences finies de/(x). On a 

737. Dans le calcul intégral ordinaire, quand on a obtenu une 
intégrale particulière d'une différentielle donnée, on ajoute à cette 
première solution une constante arbitraire pour former l'intégrale 
générale. Dans le calcul intégral aux différences finies, il faut ajouter 
à une intégrale particulière la fonction la plus générale dont la dif- 
férence est nulle, w(a:), 

A xs[x) = vi(x-{- h) — fs(œ) = o. 

On aurait une fonction jouissant de la propriété en question, si 
Ton prenait 

«•(a:) = Y( sm— ^j COS— r— j> 

^ désignant une fonction tout à fait arbitraire. 

738. Théorèmes sur les intégrales aux différences finies. 

739. 740 et 741. Lmtégration de quelques fonctions. 



CINQUANTE-HUITIÈME LEÇON. 

suite du calcul inverse des différences. — formuler 
d'interpolation. 

742. Intégration des fonctions entières. 

f{x) = À.jf"-h Bot"' -' 4- G:c^-=+. . . , 
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A'-— i— -, R'- ^ 'a 

H ainsi de suite. 
7i3. Par la série de Taylor 

et, si l'on pose/(x) = a^+', 

^ SA a-^ + S^ â^*"^*^- 
Sommes des puissances des nombres i, a, 3,. , ., « : 
a a a 

^ '■» o i.a.3 ' 



744. Sommation d'une pile de boulets. 
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745. Évaluation des sohhes par les intégbales ordinaires et 

DBS INTÉGRALES PAR LES SOMMES. 

+ ^/'[/'(X)-/'(x.)] 

-^A'[/-(X)-/-(x.)]+.... 

746. Intégrale ordinaire en fonction d'une intégrale aux diffé- 
rences finies : 



£^f(x)dx = h [=Ûfll +f(:c,) +f{x,) +. 
— 1A'[/'(X)-/'(x.)] 



/(X)- 



+ ^A«[/-(X)-/"{x.)]+.... 

Le premier terme du second membre est égal à la somme des 
trapèzes inscrits dans la courbe x =/(-^)j et déterminés par des 
ordonnées équidistantes. Quant au premier membre, il représente 
Taire de cette courbe. 

747. La détermination des coefficients numériques peut se faire 
au moyen d'une fonction particulière. 

748. Formules d^iisterpolàtion. — Formule de Newton. — L'in- 
terpolation a pour objet de trouver une fonction d'une variable, 
connaissant les valeurs de cette fonction qui correspondent à un 
certain nombre de valeurs données de la variable. Ce problème est 
indéterminé tant qu'on ne fixe pas la forme de la fonction cherchée. 

Soient 

/? + 1 valeurs équidistantes d'une variable, et soit h leur différence 
constante. Soient 

les valeurs correspondantes d'une fonction u^ que nous supposerons 
entière et du w'^'* degré : 

«I? X ( X \ A' a. 

« = «.+^â''.+;j(^3-.j— • + ... 

X f X \ ( X \ t^u^ 
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749 et 7S0. Forkule de Lagrange. — Supposons maintenant 
que les valeurs donsiées de jc, 

soient quelconques : 

« ^ (■r-^.)(a?~j:J...(x-xJ ^^ 



^ (.r-x j (3:--a:.)... ( ^ — x„.,) ^ 

751. Formules d'approximation pour les quadratures, recti- 
fications, cuBATURES. — Supposous qu'il s'agisse d'évaluer l'inté- 
grale 



r 



ou Taire de la courbe y —f[x) : 
^formule due à Thomas Simpson. 



CINQUANTE-NEUVIÈME LEÇON. 

VARIATION d'une INTÉGRALE DÉFINIE. 

752. But du calcul des variations. — On considère une inté- 
grale définie 

dy d'x 



XX- 



dx^ dx" ' ■ 



et il faut trouver pour y une fonction f (^) telle, que cette inté- 
grale ait une valeur plus grande ou plus petite que si l'on rempla- 
çait f (x) par une fonction d'une forme tant soit peu différente. 

753. Exemple. — Étant donnés deux points G et D, troiwer une 
courbe plane CMD telle, que la surface de révolution engendrée par 
le mouvement de cette courbe en tournant autour d*un axe O.r 
situé dans son plan soit un maximum ou un minimum. 
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Soit S la surface : en posant 









il faut trouver une fonction de a:, ^ = f(x), telle, que l'intégrale 
précédente ait une valeur plus grande ou plus petite que toutes 
celles qu*on obtiendrait en modifiant infiniment peu la forme de la 
fonction f(j7). 

754. La marche à suivre pour résoudre ces nouvelles questions 
diffère peu de celle qu'on a déjà suivie dans les questions ordinaires 
de maximum et de minimum. 

755. DÉFINITIONS ET NOTATIONS. — SoiOUt 

J=f(^) 

réquation d'une courbe, et 

réquation d'une autre courbe qu'on obtiendrait en faisant varier 
extrêmement peu la fonction î(x). Si l'on appelle ^j l'accroisse- 
ment de l'ordonnée MP quand on passe à la seconde courbe, l'ab- 
scisse restant la même, 

est ce que l'on nomme ]dL variation de l'ordonnée ou de la fonction. 

756. On ramène les variations aux différentielles en regardant x 
comme une fonction de x et d'un paramètre arbitraire t. Soit 

on aura 

757. Il est souvent nécessaire de faire varier, à la fois, a; et y, 
quand or. passe de la courbe proposée à la courbe infiniment voi- 
sine. On regarde ^ et j comme des fonctions d'une variable indé- 
pendante Uy et d'un certain paramètre t : soit 

On suppose que pour t = o, x devienne une certaine fonction 
de X, f(x), et que x devienne une fonction quelconque de w, 

Au). 

?(«,0) =/(«), ^K^,0) = f[/(«)]. 



On aura 



"-m."- ''=(â)."- 
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Si laissant à / une valeur constante on faisait varier u, on aurait 

du ^ '^ du 

788. On appelle variation de U la partie de AU qui ne dépend 
que des premières puissances des variations Sx et Sy. 

dx dy ^ 

759. On appelle variation seconde d*une fonction U la variation 
de ^U : on la désigne par ^'U. La variation de cette dernière est 
appelée variation troisième de U et se désigne par ^'U, et ainsi de 
suite. 

760. Théobèhes sur la permutation des signes d Kt $j I 

ET ^. — Zfl variation de la différentielle d'une fonction de x est 
égale à la différentielle de la variation, 

^^U = rf^U. 
761. 

762. On peut aussi intervertir l'ordre des signes 9 et 1 , 

8 Ç\dx=^ f^'^iYdx). 
763 à 767. Variation d'une intégrale définie. — Cas ou la 

FONCTION sous LE SIGNE / NE DÉPEND PAS DES LIMITES. 

d^ 

«=£. "=?. '-%' 0=$- 

-i[v-('-§)^-«.]*-('-g)'^+«.>i:. 

S Ç'''ydx = T+ Ç'^\K$y---Kp9x)dx. 
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768, Cas ou la fonction V renferme deux fonctions de x, 

en posant 

clz _ , d^z __ , 

lE"^' dp'~'^' dq'~'^' 
dP' d^O' 
dx dx^ 

F' s'obtient en ajoutant à r les termes qui résultent du changement 
des quantités P, Q, /?,..., en P', Q', /?',.... 

769. Cas ou la fonction V dépend des limites de l'intégra- 
tion. — Il faut ajouter à la variation de l'intégrale les termes qui 
proviennent de la variation des limites. 



SOIXANTIÈME LEÇON. 

suite de la tariation d'une intégrale définie. — 
applications. 

770. Autre moyen d ortenir la variation d'une intégrale 

DÉFINIE. 

S f^'Wdx^r^ f'^\mx-{-KSx)dx, 

H = - K/?. 

771. Si l'on ne faisait varier que 7, 

sf 'Ydx = r'^f 'KSfdx, 

r' se déduisant de r, par la suppression des termes qui renfer- 
ment 9x^ et $x^, 
Si l'on faisait varier x seulement, 

^/"^'V^a7 = r+ f'^'E$xdx = T''- f^'KpSxdx, 
«/*, «/•»•» «-'«, 
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r" étant ce que devient r quand on y fait $jr^ = o, ^j, = o. 

772. Cas où il entre dans la fonction V une autre fonction z de x 
avec ses dérivées p' et q' : 

H = -{K;? + Ky). 

773. Maximum et minimum d une intégrale définie. ^U = o est 

la condition du maximum ou du minimum. 

Si ^*U reste toujours positive, lorsque les variations ^x et ^y 
changent d'une manière quelconque, tout en restant infiniment 
petites, U sera un minimum. Si ^^U reste négative, U sera un 
maximum. Enfin U ne sera ni un maximum ni un minimum si ^'U 
peut changer de signe. 

774. L'équation ^U = o entraîne les deux suivantes 

r = o, K = o. 

775. Conditions relatives aux limites. -: Dans le cas où V ne 
contient que Xy y, p et q^ l'équation K = o est du quatrième ordre, 
et Ton a 

j=f(x,C,C',C',C-). 

Pour déterminer les quatre constantes arbitraires , il faut avoir 
égard à l'équation r = o. Plusieurs cas : 

!** Si Ton se donne les valeurs de :c, jr, p, q aux deux limites, 
l'équation r = o est identiquement satisfaite, et on aura 

r. = f(^o,c,c',c",c"'), 
/7, = r(Xo.c, c^c^c-), 

j. = f(a7.,C,C',C',C'''), 

i.. = r(x.,c,c',c",c-). 

a** Si l'une des six quantités ^o» /©»• • m reste arbitraire, p^ par 
exemple, l'équation r = o se réduit à Q^ == o; on a cinq équations 
pour déterminer les quatre constantes et la valeur de p^, 

3** Si l'on a 

on aura 
do . do . , do ^ do ^ do ^ do ^s 

En portant la valeur de 8p^ , tirée de cette équation , dans l'équa- 
tion r = o, il faudra égaler à o les coefficients de 8x^ , $jr^^ Sp^^ 
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^a:^ et Sx^, On aura dix équations pour déterminer les dix incon- 
nues C, C'y C", C", ^0, Jo, Poi ^n ri» Pi' 

776. Cas ou la fonction V contient deux fonctions de x. — 
contient deux fonctions 7 et z de la variable x. On aura 

r = o, K = o, K' = o. 

777 à 779, S'il existe entre 7 et x une relation 

F(-»,7, z) = o, 
on aura 

r = o, K--^ K'-7- = o. 

' dz dy 

780. Ligne la plus courte entre deux points dans un plan. 
— La ligne cherchée est une ligne droite. 

784 . Ligne la plus courte d'un point a une courbe plane. — 
La ligne la plus courte entre un point et une courbe est une droite 
normale à cette courbe, 

782. Ligne la plus courte entre deux courbes planes. — La 
ligne la plus courte entre deux courbes planes est une normale 
commune aux deux courbes proposées 



SOIXANTE ET UNIÈME LEÇON. 

suite des applications du calcul des variations. 

783 et 784. autre manière de résoudre les problèmes précé- 
dents. — Au lieu d'appliquer les formules générales, on opère 
comme il a été expliqué au n** 770. 

785. Ligne la plus courte entre deux points , dans l'espace. 
— Soient .r^, jr^, z^ les coordonnées du premier point, et x,, /,, z, 
celles du second , 

X=cx-\-C^ z = c'j7-4-C', 

équations d*une ligne droite. 

786. Détermination des constantes. 

787. Ligne la plus courte sur une surface donnée. — Soit 

Inéquation d'une surface courbe; proposons-nous de trouver la 
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ligne la plus courte AMB que l'on puisse tracer sur cette surface 
entre deux de ses points A et B. 
On a 

d¥^ d? 

.dx dx jdz jdy dy ,dz 

a —j 7= ri -7- = o , d-~ j-=; rt -7- = o : 

ds dF ds ' ds dF_ ds ' 

dz dz 

ce qui fait trois équations pour déterminer les deux fonctions 7 et z. 
Mais Tune des dernières équations est une conséquence de l'autre 
et de réquation de la surface. 

788. Les lignes les plus courtes sur une surface sont nommées 
lignes géodésiques de cette surface : tous leurs plans osculateurs 
sont normaux à la surface. 

Les constantes se détermineront comme dans le problème précé- 
dent. Si la ligne cherchée doit aboutir à deux courbes données sur 
la surface, la courbe AMB les coupera à angle droit. 

789. La propriété d'être la ligne la plus courte entre deux points 
quelconques d'une surface peut n'exister que sur une certaine por- 
tion d'une courbe. Sur la sphère, la propriété du minimum appar- 
tient seulement aux arcs de grand cercle moindres qu'une demi- 
circonférence. 

790. Surface de révolution minimum. — Étant donnés, dans le 
même plan y deux points k et B, et une droite CD, trouver une 
courbe AMB, située dans ce plan, et qui y en tournant autour de CD, 
engendre une surface de révolution dont Paire soit la plus petite 
possible. 

Prenant pour axe des x la droite CD, et pour axe des y une per- 
pendiculaire à cette droite , on a 

( x — c* or — c' y. 

,^ e ^ +e - ;, 

équation d'une chaînette (574, a°). 



SOIXANTE-DEUXIÈME LEÇON. 

SUITE DES APPLICATIONS DU CALCUL DES TARIATIONS. 

791 et 792. Brachistochrone. — Problème. Étant donnés deux 
points A et By trouver la courbe AMB que doit suivre un point pe- 
sant pour aller du point A au point B dans le temps le plus court 
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possible. Cette courbe s'appelle brachistochrone ou courbe de plus 
vite descente. 
La courbe cherchée est une cycloïde. 

793. Si les deux points A et B sont assujettis à se trouver sur 
deux courbes données CD, EF, on obtient encore une cycloïde AMB, 
située dans un plan vertical qui coupe la courbe EF à angle droit. 

La tangente à la cycloïde au point B est perpendiculaire à la tan- 
gente menée à la courbe CD par le point A. 

794. Remarques sur l'iihtégration de l'équation 

1° Si X n'entre pas explicitement dans V, l'équation se réduit à 



dx 



P~^ = C, 



qui n'est plus que du troisième ordre. 

2** Si X n'entre pas explicitement dans V, l'équation K = o se 
réduira encore au troisième ordre , en prenant y pour variable in- 
dépendante. 

3° Si l'on avait à la fois M = o, N = o, l'équation se ramènerait 
au deuxième ordre. 

795. Problème. — Trouver une courbe plane AMB telle y que 

l'aire ACBD comprise entre 
Fig. iSg. Parc AMB, les rayons de 

courbure AC et BD qui 
correspondent aux deux 
points extrêmes X et B, 
et la portion de dévelop- 
pée CD comprise entre les 
centres de courbure ZetD 
soit un minimum, 

La courbe cherchée est 
une cycloïde. 

796. Maximum ou minimum relatif. — Il s'agit de rendre maxi- 
mum ou minimum une intégrale définie / Yrfx, avec la condition 

qu'une autre intégrale définie / ^Mdx ait une valeur déterminée L 
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797. Supposons qu'il s'agisse de rendre maximum l'int^rale 
f Vr/jr, avec la condition 



x: 



Les variations de ces intégrales doivent être nulles. On doit avoir 
$ f 'V(ix = o, S f 'Ue£r = o. 

Jjr^ «/or. 

En développant ces deux conditions, on a 
r 4- / *Kw^«c=o, 

4-1 Ltadx = o. 

On a les deux équations 

r-f-a0=o, K4-tfL = o. 

On aura donc une constante de plus que dans le cas où Ton re- 
cherche un minimum absolu, mais on a aussi une équation de plus 



X. 



''Ur/x = /. 



798. La recherche du maximum relatif de l'intégrale / * Vrfr, 
lorsque l'intégrale / U^ doit conserver une valeur constante, 

• r 

revient à chercher le maximum absolu de l'intégrale / (V 4- «U) <£r. 

799. Problèmes sur les isopérimètres. — Étant donnés deitx 
points C et D sur un plan, trouver parmi toutes les courbes de 
même longueur situées dans ce plan et terminées aux points C et D, 
celle pour laquelle l'aire ÂBDC est un maximum. 

La courbe cherchée est un arc de cercle. 

800. Problème. — - De toutes les courbes isopérimètres que Von 
peut tracer sur un plan entre deux points donnés À ^^ B, trouver 
celle qui, en tournant autour de la droite Ox , engendre la plus 
grande ou la plus petite surface de répolutiGn, 

La chuinelte. 
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804. Problème. — De toutes les courbes isopérimètres, trouver 
celle qui engendre le volume de révolution minimum, 

équation différentielle do la courbe élastique. 

802. Problèue. — Déterminer la courbe qui, par sa révolution 
autour d'un axe [l'axe des x) engendre la surface minimum qui 
renferme un volume donné, 

^_ (J^±:b^)djr ^ 

Si la constante b est nulle, on a un cercle ou Taxe des x. 

Si b n'est pas nulle, Téquation différentielle appartient à la cour 
décrite par l'un des foyers d'une ellipse ou d'une hyperbole q 
roule sans glisser sur Taxe des x. 



FIN DU SECOND VOLUME. 
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